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Diversos métodos para o estudo de materiais foresenolvidos a partir do formalismo da mecanica
guantica de muitas particulas em termos da algibi@rassmann. A teoria do campo médio dindmico é
um exemplo. Visando auxiliar estudantes de postmgdb e pesquisadores em geral no estudo desses
métodos nds elaboramos este trabalho, em que atueatrconceitual e matematica da algebra de
Grassmann séo apresentadas com dedugdo detalhada eomtexto fisico. A funcdo de grande partigao
escrita nesse formalismo é obtida usando as intedeatrajetérias de Feynman. Como um exemplo para
um hamiltoniano especifico nds escrevemos a funghgrande particdo em termos das variaveis de
Grassmann para o modelo de Hubbard. A fim de toasie trabalho mais auto-explicativo nés
preparamos um apéndice onde sdo definidos os apesadermibnicos de criagdo e destruicdo e
deduzidas suas rela¢des de anticomutacao de unwranfisicamente intuitiva.

Palavras-chave: algebra de Grassmann; funcao ddegparticdo; modelo de Hubbard

Several methods for the study of materials werekb@ed from formalism of the quantum many-particle
mechanic in terms of Grassmann algebra. The dyrsmmean-field theory is an example. Taking aim to
aid pos-graduation students and researches atajemethe study of these methods we elaborated this
work, where the conceptual and mathematical stracti the Grassmann algebra are presented with
detailed deduction. The grand partition functionthirs formalism is obtained using the Feynman path
integrals. As an example for a Hamiltonian speaifie wrote the grand partition function in terms of
Grassmann variables for the Hubbard model. In ai@lelo this work more auto-explicated we prepare an
appendix where the creation and annihilation opesatre defined and their anticomutation relatiares
deduzed of a manner physically intuitive.

Keywords: Grassmann algebra; grand partition fan¢tHubbard model

1. INTRODUCAO

Sistemas de elétrons fortemente correlacionadastiteem um dos problemas tedricos mais
desafiadores da fisica do estado sdlido. A raz8sodé que uma descricdo adequada desses
sistemas deve levar em conta tanto a caracterggicanda do elétron como a de particula, isso
significa que uma abordagem que vai além de tebiaasadas em perturbagfes na interacao
elétron-elétron é necessaria. Uma técnica quenatumdd tem atraido a atencdo de grande
namero de pesquisadores é a teoria do campo méumido (DMFT) [1]. As equacgles
basicas dessa teoria para 0 modelo de Hubbard fmiameiro obtidas por Georges e Kotliar em
1992 [2]. Analisando a funcdo de Green de uma quéatino formalismo das variaveis de
Grassmann eles mostraram que é possivel um mapeameaio do modelo de Hubbard em
dimens0es infinitas através do modelo de impurérples de Anderson (ou do modelo de
Wolff) sujeito a uma condi¢cdo auto-consistenteo [a®porcionou uma representacao de campo
médio que torna-se exata no limite de dimensoastead. Até entdo ndo existia nenhuma teoria
de campo médio para férmions fortemente correlados que tornava-se exata em algum
limite [2].

Esse método de analisar um problema quantico deasnparticulas através de grandezas
escritas no formalismo de variaveis de Grassmarsirmoese bastante frutifero. Demonstracdes
matematicas importantes, como por exemplo, a olg@aGeorges e Kotliar [2], sdo mais
facilmente “visualizadas” através dessa metodologfigropria teoria da técnica de Monte
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Carlo quéantico teve uma de suas principais idedéislanatematicas provada primeiro usando
variaveis de Grassmann [3 e 4].

Visto que a formulacdo em algebra de Grassmanaatatquantica de muitas particulas em
temperatura finita € uma ferramenta bastante pedeeoque permite desenvolver técnicas
sofisticadas para analise de materiais n0s proagapresentar a estrutura matematica da
algebra de Grassmann e a funcdo de grande paescéita nesse formalismo detalhadamente e
com discussbes que justificam de modo claro cadsopaa construgdo dessa teoria. Na
literatura encontramos diversos textos sobre on&sgb - 9], mas nenhum é mais simples e
explicativo nas demonstracbes do que este. O festedrabalho é auxiliar todos aqueles
interessados em adquirir ferramentas tedricas galular propriedades termodindmicas de
materiais e que ndo sejam familiarizados com o dtismo das variaveis de Grassmann. A
estrutura conceitual e matematica apresentadasaguicessiveis a alunos cursando o primeiro
ano de poés-graduacao.

A definicdo de estados coerentes para um sisterpartieulas fermiénicas e de numeros de
Grassmann, bem como a dedugdo da algebra a gque maseros obedecem (élgebra de
Grassmann), sdo apresentados na secdo 2. A secdedicada ao célculo do elemento de
matriz e do traco de operadores. Na se¢do 4 adwedrande particdo € escrita no formalismo
de variaveis de Grassmann usando o método daahtgtrajetérias de Feynman e na secao 5
a funcdo de grande particdo € obtida explicitameatex o hamiltoniano de Hubbard. As
conclusdes sdo expressas na secao 6. Um apéndiee rars definimos os operadores
fermibnicos de criagdo e destruicdo e deduzimos setacdes de anticomutagdo de uma
maneira fisicamente intuitiva foi elaborado.

2.ESTADOS COERENTES E NUMEROS DE GRASSMANN

A mecénica quéntica descreve o estado de umauydargior um vetor de estado que pertence
ao espaco de Hilbert: O espacgo de Hilbert € um espago vetorial de em@dmplexas de
guadrado integravel definidas no espaco das caafiges. Os vetores de estado de um sistema
de N particulas idénticas pertencem ao espaco vetefjalque é simplesmente o produto
tensorial dos espagos de Hilbert de cada partiegla, 7 U # U ---U #. As fun¢des de onda
de um sistema dd férmions idénticos sdo antisimétricas em relaggertnutacdo de qualquer
par de particulas, assim, elas pertencem a umsatedery que chamaremos dg, [6].

Os operadores de criagdo e destruicdo de férmiansformam um vetor do espagg em
um vetor do espacsy.1 € Fv.1, respectivamente (ver apéndice A). Assim, é coevea definir
0 espago de Fock como a soma direta dos espacos de féermiersg, U 7 [ --- U #,. Um
vetor de estado geral do espaco de Fock € uma pagda linear de estados com qualquer
namero de particulas. O espaco de Fpglode ser representado por uma base de deternsinante
de Slater, entretanto, uma base extremamente atibase de estados coerentes. Os estados
coerentes sao definidos como autoestados do opetadstruicéo, logo,

Col¥) =), (1)
em quec, € o operador de destruicdo de um férmion no estaday> é um estado coerente
com autovalowy,.
A escolha do operador de destruicdo ao invés dadpede criacdo na definicdo dos estados

coerentes é feita pela seguinte razdo. Um estaallqtqu|¢> do espaco de Fock pode ser
expandido como uma combinacéo linear de estadogjoaiquer nimero de particulas, assim,
|¢> tem necessariamente uma componente com um nunigirmorde particulas, vamos supor

N’, entdo, se um operador de criacdo for aplicadd(&)mo estado resultante tem o ndmero
minimo de particulas igualdi+1, logo, o estado resultante ndo pode ser (pataune valor de
N’) um multiplo de| ¢J> e, portanto, o operador de criacdo ndo pode teestados. Por outro

lado, se um operador de destruicdo for aplicadc}q&)rm ndamero maximo de particulas nesse
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estado é diminuido por um, mas, desde|qt>|epode conter componentes com qualquer nimero

de particulasa priori, ndo h& impedimento do operador de destruicéauteestados.
Quando dois operadores de destruicdo atuam no mestado coerente tem-se

CCal9) = Catt|w) =
Y| @) =W sCalt) = ctpslt) = cachl0r)

Y.Col) =y Ws0)=

_ W) W) {—wﬁwalw>=—wﬁcalw>=—cawﬁlw>:—cacﬁ|w> o
_l/l waw :_w Cal/l :Cal/l [/I :Cac w |

_%Cﬁ|w>:_wﬁ|w>:{ Ml @) =W, |0) = pl0) = cacslwr)

Wl alt0) =W 5Coltr) = =Cotl o|0) = =CoCl40)

em que a primeira equacao foi obtida assumindo ey, =¢/,C; e Y W, =Y, a
segunda quecCyy, =¢,C; € YW, =~Y,, a terceira quec, =-¢,C, e
Y Ws =4, eaquarta quey, == ,Cp, e Y W, =~ 4f,. Como os operadores de
destruicdo satisfazem a relagéo de anticomutac®) (@btém-sec,C,|) = —c,C,|w), que

comparando com as equacdes (2) conclui-se gy, =¢/,C;, e Y W, =~ 4/, ou
Colly =—W,Ch €Y ¥ =z, . De qualquer modo vale a seguinte relacao:

l//al//ﬂ +wﬂwa =0. (3)
Isso significa que ow,’s ndo sdo numeros comuns (reais ou complexos).ekasnque

satisfazem a relacdo de anticomutacéo (3) sao ciusecomo nimeros de Grassmann [5].
Como os autovalores dos estados coerentes naolg@&ros comuns € preciso estender o

espaco de Fock para incluir nimeros de Grassmann como coeficge@aalquer veto|r¢> do

espaco de Fock estendido pode ser expandido comocombinacdo linear de vetores do
espacar com numeros de Grassmann como coeficientes, assim,

D=2 2 Vaen
m=0 n

N =01
ny+ 4N, =m

nn,---n,), (4)

em quey, .. € um numero de Grassmarﬂmlnz---nm>} € uma base completa de e

ni.denota o numero de particulas no estadorestricdon; = 0 ou 1 é para satisfazer o principio
de Pauli, que exclui a possibilidade de haver rdaisuma particula no mesmo estado (ver

apéndice A).
Vamos definir o estado coerente no espago de Fiekdido como
9)=]0-w.c:)0). (5)
em que0> é o estado sem particulas (vécl;o). Considerando
WaCs+Cpif, =0, (6)

e aplicando o operador de destruicdo em (5), tem-se
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Chl)=c |_|(1 ,c a} >‘Cﬂ0|/1(1_4”ac;)(1_4”ﬁc;)0>
rL1+wa ¢ ksl-w,c5)0) g(1+wac;)(-wﬂ)0>
- r!f vk v |[0-veklo 0

+‘//aa wﬂ)(1+‘/jﬁcﬁ)> —¢’p|:|(1+¢/acg)0>

ik
ﬂ(l—wa Wl-veilo) |wa1b-w.c)o) =uy)

3

em que foram usadas as relagcdes de anticomutacdooparadores de criagdo e destruicao
fermidnicos (A17) e a propriedade

¥, =0, (8)
obtida da equacéo (3). A primeira equacao em (Qfoda assumindo quesy, =¢,Cs, € a
segunda que,y/, = - ,C,, claramente a equacao (7) torna-se a equacapéhas se
Cotllo +¥aCs =0. )
Expandindo qualquer fungdo analitiéd¢/,,) , em que a variavay, obedece a algebra ndo
comutativa (3) (varidvel de Grassmann), numa skridaylor encontra-se

FWy)="fo+ T, + s + fpa +
em que os coeficientégi = 0, 1, ...) sdo constantes (reais ou complefkisntanto, por causa
da propriedade (8)f (¢/,) torna-se simplesmente uma fungao linear

f(‘/la) = fO + flwa' (10)

A partir disso o estado coerente (5) torna-se
0)= ex;{— Su.c J| 0. @
a

0)=[1k-v.c:)0) =[]

As seguintes propriedades definem a conjugacatgebra de Grassmann:

W) =y, (12)
W) =y, (13)
W50, =W, -, (14)
e
Ay,) =2y, (15)

em quel é um nimero complexo/e é seu conjugado complexo. A partir das relacéee (3
(14) tem-se

Wats) = (W) = Ylha =—Yolls, (16)
e consequentemente,
, @.)* =0. (17)
E natural e conveniente assumir que
)" =55, (18)

em queC, denotac, ou Cy, e {J, denotay, ou, . E importante lembrar quge,;)" =c,,
ou seja, o operador conjugado do operador de ori@gioperador de destruicdo (ver apéndice
A). Usando a relacao (18) encontra-se que o codfuda equacéo (6) é
WaCstCstf,) =0=,Cs+Ctp, =0 (19)
e da equacao (9) é
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(Cotly +W,C5)" =0= 4,5+, =0. (20)
As relacdes (3) e (16), e as relacdes (6), (9),€120) podem ser sintetizadas, respectivamente,
como:

(Do D). =P Vs + TV, = (21)

[@q.Cs1. =,Cp +Cpip, =0. (22)
Note que a relagéo (21) assume Wﬂ l//ﬁ(//a ou seja, é definido que uma variavel de
Grassmann anticomuta com a conjugada de uma ved@wgrassmann.
O estado adjunt(ét//| do estado coerente (11) é dado, de acordo colagioe(18), por

w=lw) {exp(—;wac;)oﬁ =<o|ex{—;<wac;>+j
oo -Tew: |=0Nbewie)

em que na Ultima igualdade foram usadas as rel§t@ge (22). Logo, usando a equagéo (1),
Wles =(cle)) =lw.lw)) =l (24)

A acao do operador de criacao kz;ﬂr} € calculado da seguinte forma:

cilw) =c;(1—wac;)£|a (L-g,c;)0) =c; y (i-w,c;)0)

(23)

za

5 bovac ] b-vici)o) =5 )

a za

: (25)

em que na segunda igualdade foi utiIiza(:lt;i)2 =0 (equacédo (A.17)). De modo anélogo
encontra-se

e, = 50wl @9

A derivada em relacdo a uma variavel de Grassngumaparece nas equacoes (25) e (26),
definida como:

o (- vy o
0(/7% (awalwaz '”l//am ) ( n" lﬂam (l//a l//al 'l//am,lwamﬂ '”wan ) (27)

= (—1) m-1 a(ﬁal .. .[;ﬁam?l[;ﬁamﬂ .. .[ﬁa

Ou seja, a variavel a ser derivada deve ser pedautie acordo com a relacdo (21), até encostar
no operador, e entdo realiza-se a derivacdo contasmde uma variavel real. A leaaenota
uma constante (real ou complexa) A partir desﬁaiglﬁ:o obtém-se

9 9 9 9 __ a4 9
a‘//a a‘//ﬁ (‘/Ia‘//ﬁ) a‘//a ( ”) a‘//ﬁ a‘//a (‘/Ia‘//ﬁ) a‘ﬁa a‘ﬁﬁ a[ﬁﬁ a[pa
(28)

n
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3. ELEMENTO DE MATRIZ E TRACO DE OPERADORES

A superposicao de dois estados coerentes € dada por

)= 0 brvie N b-wiei)0 = O] brvic h-wiei)o

ol -cwive) - b wie, Ji-wier o)
= (g olir wic i-wies ) wie Ji-wic; ) o) +
o+ e, Ji-wies )+ v Ji-wies Wil o)
=+ i)l wie Ji-wies ) - wie, J-wic; )

= l+wiw)= exr{Zw;w;} (29)
em que foram usadas as relacfes (Al7), (21) ed22})efinicdo (A4) com seu conjugado
(cJo) =(0lc: =0. (30)
O elemento de matriz de um operador normal order@a;,c,), isto é, um operador

ordenado de tal maneira que os operadores de igéstrestdo todos localizados a direita e os
operadores de criacdo a esquerda, na base dossestaientes é obtido diretamente com o uso
das equacdes (1), (24) e (29), como

o(c,.c)|lw') =(wlow, w,)¢') =w|w)ow, .y,) = ex;{Zw;w; ]O(w; W) .

(31)
Através dessa equacéo, operadores sdo represeapath@s por variaveis de Grassmann.
Para calcular o traco de operadores € (til intrioduma integral definida, em termos ¢, .

Como t/lg,2 =0 (equacao (8)) dl;z =0 (equacao (17)) é suficiente definir apedwal e
Jdgf/alfla . A'integracao sobre variaveis de Grassmann naater@nalogo a soma de Riemann

para variaveis reais, assim, ela é definida paisfazer a propriedade fundamental de integrais
usuais dee a +o sobre fungdes que desaparecem no infinito, queegral de uma diferencial
exata € zero. Assim, usando (27),

- ~ 0 (-
[d@,1=[d@, —(@,)=0. (32)
oy,
Consequentemente a Unica integral ndo nula é @ depois, J, ndo é o resultado de uma
derivada. A integral definida d@, pode ser tomada como uma constante, e por comeimié

essa constante serd a unidade. Logo,

[d@,@, =1 (33)
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A integral de um produto de variéveis de Grassnéadada por

[d@, (@, @, @, T, )= (- 1>m-1aj
= (-

l

N/
— (34)
s %M Ya
Consequentemente,
J.dW(JdWﬁWGWﬁ = _J.d()z;alﬁa = _J-d[ﬁﬁdlﬁalﬁaWﬁ = d(ziad()z;ﬁ = _ddiﬁdWG . (35)

A operacao da integral de Grassmann (34) se daode renalogo a derivada (equacéo (27)),
isto &, a variavel a ser integrada deve primeirgpeamutada, de acordo com a relacédo (21), até
encostar no operador, para entdo ser utilizada fimigi® (33). De fato, na algebra de
Grassmann, a integracdo € uma operacao idéntiedvagho (ver equagdes (27) e (34)).

A relacéo de completeza para uma base de estagietes € dada por

[[de.dy, exr{—Zw;wa le//><z//| =1. (36)

Uma demonstracdo dessa relacdo para um caso sippiEs ser encontrada em [8]. A
demonstracdo geral segue o mesmo principio usadmoldentanto, por ela ser extensa
preferimos omiti-la. Através da relagdo (36) é padscalcular o traco de um operaddrda
seguinte forma:

Tr{A}=ZnZ<n|A{n>= >, |An-n,)

zu{mdwdw exi - S0, Ju)] | An). @)
= [[ewicp, exd{ - Zuw, |3 (nlp)w|An

A partir da definicao (5) tem-se

)= |‘| L-y.c;)o) =-po Ji-ve)-L-v.c:)o)

=10}~ 20,10+ Sceilo) +
a<p

+(_1)m zw% wachj& "‘l//amC;m|O>+

a1,az
al<0/2< <a

=10) = > ,Ci|0) + D b, Cics|0) + -
a=1 a,B=1
a<pf

m + ot +
+(_1) zw “.wazwalca1cazu.cam

a,.a;

a1<a2< <a

=10)- Yl + Swfnng) -

a,f=1

a<,8

0>+...

+(—1)m Zl// "'wazwal nalna’2 ...nam>+,,, .

ay,a;
a1<a2< <a

Logo, como (equacéo (A18))
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[n) =, -n, ) = (€)™ (c5)™ -++(c2)™ |0)
= (n[=(n)" = ()™ )™+ (c2)“[0) =(0f(c.)™ -+(c,)™ (€)™ = (n. ~nyn,|

obtém-se
<nﬁm o nﬁznﬁl ‘w> = <O|Cﬁm o Cﬁzcﬁl (_1)m zwam a .wazl//al

a,a,, 0=l
A<a5< <0y

=)D S, . (0, -Chcs
a 0=l

nalnaZ . nam>

nalna2 cee nam>

. (38)
— (_7) mMim+1)
- ( 1) zl//”m”.l//az[//a1<nﬁm”.nﬁznﬂl nﬂlnaz “.n”m>
aya,, 0=l
I<0p<<0p,
= QW WallaBapCup Cans, “Ws, Wsls
Q05,0 =1
Q<0< <0y
em que foi usada a relacéo de ortonormalidade
<nV -Ngn,, ‘ n,N, ~-~ny> =0,4035 0, (39)

e por definigdof, < B, <--- < fB,. Calculando o conjugado da equagéo (38) encoatra-s

(Mg [0) = (@0, 0, ) = W 0] =034, @0)
Assim, com as equacdes (38) e (40), tem-se

(g, Mg [ NW N0, o0, ) =0 s,
=Wy WYl s Wa, W,
=Yl g W, Vs o e, Ve,
=l sl o] - (41
= (W o ) [~Wo s Wy
= ()WL) (W W Yl
= (=g, g g |)

Qualquer operadok de um observavel fisico conserva o nimero totgattdculas do sistema,
dai conclui-se qugn’) = An) e|n) possuem a mesma dimens&o, isto €, pertencem aomes

subespaco do espaco de Fagkexatamente como na equacdo (41). Assim, a pietisa
equacao, obtém-se

()@ Am = {nlg)@|nf) = (~¢|m){nlg) = (-¢|An)ng). (42)
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Utilizando o resultado (42), a equagéao (37) tomra-s

o{A) = [ i, ex - S, |3 ol0)w )
= [ ewiaw, oxf - Suiw, [S(-wlAnoly)
- [ ewiaw, ex{-Sviw, |-l Slniol|u)

: (43)
- [ 4w, ex{—zw;wa}—wwm
em que foi usada a relacdo de completeza
YInXn|=" >|n,---nn)nn,--n, | =1. (44)
n NNy ey Ngy

4. FUNCAO DE GRANDE PARTICAO E INTEGRAL DE TRAJETORIAS

Vamos analisar agora a funcdo de grande particdasea de estados coerentes. A partir da
equacéo (43) a fungéo de grande particdo é deporita

z =Tr{e ™} = | [1d¢.de, ex;{— Sy, j{—l//|e'ﬁK ), (45)

em que K=H-uN é o hamiltoniano estendido, coil, « e N denotando o operador
hamiltoniano, o potencial quimico e o operador matetal de particulas, respectivamente;
p=1ksT, em queks denota a constante de BoltzmannTea temperatura absoluta,

respectivamente. Como o oper;;xoke‘r*”’K € uma soma de produtos de todas as ordens do
operadorK (expansdo de Taylor), € uma tarefa impraticavdemmar normalmente cada um
destes termos para entdo utilizarmos as equagdes (24). E preciso entdo adotar outra
estratégia para calcular a equagéo (45), utilizasem método conhecido como integral de
trajetorias de Feynman. Iniciamos dividindo o opierae‘/31< emM partes,
By Py-Py-.-Py Py Pk By Mo By
M M

m(-gx) B s s s
eX =g M J_gM M MT =—agM g ...eM :l_le
=1

(46)

Substituindo a equag&o (46) no elemento de matrigz|e™™ |¢), e inserindo a relagdo de
completeza (36) entre as partes do produto, tem-se
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_B
we o) =0le | [T swiaw. o -Suiw, oo
_B
xe [ [ de.de, exr{—gw;wajlwx;al}
_B
x{ [ d¢. exr{—Zw;wajlewI}e v )

:j{l_ldw*(M—l)dw (M_l)j”:l_ldw*(M_Z)dw (M_Z)}"‘{Hdw*mdw (1)]

x<—¢’|e_5K‘¢(M_l)>eXF{—zw;(M_l)l,l/a(M_l)]<¢/(M‘l) ‘e—gK‘w(M—Z)>
_ﬁK

><eXﬁ{—Zw;“”'”wa‘“”‘”]-~-ex{—2w;“)w;”j<w<” e i)
(47)

em que a segunda igualdade € obtida considerarmimcprodutodtﬁadtﬁﬁ comuta com
variaveis de Grassmann e suas conjugadas, cordefigaomos

[dwa ’l)’ﬁﬁ]+ = ddjadjﬂ +d7ﬂdl)—ﬁa = O . (48)
Utilizando a equacédo (47) e a notacao
© =
{gw) f:l/,’ (49)
gue implica na conhecida condicao de contornogeriddica para férmions [6]
y™ =-y® (50)

a equacdo (45) torna-se

Tr{e"“}: J‘Uﬁ l—l dw;(l)dwa(l)}“ﬁ exx{—Zw;("wa("jW’ ‘e‘SK‘wa—n>] (51)

em que o produtodrio no segundo colchete deve sirado no sentido decrescente do indice
conforme a equacgéo (47). (Os produtérios no proneoichete ndo tém essa caracteristica

porque de acordo com a equagéo (35) dois parépajdq'ﬁad(ﬁﬁ comutam entre si.)
O passo fundamental é considdvbmuito grande, pois

im0 ) = fm EANCEN T

T ex{;w‘;(l)w"aﬂ) )[1_5 K@, "/’a('_l))j . (52
=im eXF{Zw;“)wa“‘”jex;{—ﬁ K" ,wa“‘”)j

em que o operadoK foi considerado normal ordenado, e foi utilizadeeguacdo (31).
Percebendo que, para duas grandezas ndo comutpibiague/A e B,
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A B 2 2
lim|eve | = lim|[ 142+ A ~+O(M ) 1+ 54 B ~+O(M )
M oo M oo M  2M M  2M

2 2
= lim 1+A+E+ A +AB+ B +O(M‘3)}

Mool M M 2M* M? 2M?

= lim 1+i(A+ B) +—— (A’ + AB+BA+B?) + ABZ BA2 O(|v|‘3)}
Moo M 2M 2M?  2M

~im |1+ L 1 arpy 5

_,!/f[nm 1+M(A+B)+ [ > (A+B) }+ }

:“Inim 1+i(A+B)}— ImeM( K

e utilizando a equagéo (52) na equacao (51), ob&Em-

e )= [ i Jool -3 02,0 -7

ﬁ 0 (1=
Lk, )}}

Observe que o produtério decrescente no segundbeatel de (51) torna-se o somatorio que
aparece dentro das chaves nessa equacéo, que ebtgapor ser uma soma, pode ser realizada
do modo normal.

Definindo um tempo imaginario coma = i, e uma fatia desse tempo como
AT = pBh/M | e repassando o inditgor 7, = (Bh/ M)l , chega-se a

e = m ] ] M 200, 0
p{ ZAT[Z("” @) (w”(T')A‘f”(T'_l))} KW @), (r._l)}

. (53)

(54)
Introduzindo a nota(;éo( )
: * wa(r)_wa(r—l) =4/ a
lim g, (7)) 5= 2 =g (1), (7). (55)
M
im [[] 44 (71)de, (1)) = Dy (DY, (1) (56)
. =
||m ZAT K[, (7)., (1,4)]
Ar-o 1mL
= lim ZATEK[l// (1B IM), g, ((15ATM) = (BrIM))]
Ao 1=
= [ dr K[y, (0).,(7)]. (57)
a equacao (54) pode ser reescrita simbolicamente co
Z :Tr{e’ﬁ"} = .[ [ Dy, (r)Dy, (1) e°, (58a)

com a aca& dada por
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s=1p dr[z [hw;(r)a%wa(r)j KW, (r),wa(r))} . (s8D)

sujeita a condica@/, (fBh) = -, (0), de acordo com a equagéo (50).

A equacéo (58) € o ponto de partida para divensax@nacdes em problemas de mecénica
estatistica. Com esse formalismo é possivel obtemgdo de Green e realizar a expansao
perturbativa diagramatica de modo totalmente etprive ao método tradicional [10]. O
teorema de Wick, por exemplo, € mais facilmente atestnavel usando o formalismo das
variaveis de Grassmann do que usando o formalisad@ional [6].

5. FUNCAO DE GRANDE PARTICAO DO MODELO DE HUBBARD

Como demonstragao vamos escrever a fungéo de gpanigio (58) para o hamiltoniano de

Hubbard [11],
HUb ZZLI i,0 J<7+Uznlr it (59)

i,j o
Esse hamiltoniano descreve o tunelamento dos eietmtre os sitios da rede, de acordo com a
amplitude tIJ , € atribui um aumento de energia ao sistema, @ > 0, para cada sitio

duplamente ocupado, isto €, um sitio ocupado pigralétrons (o principio de Pauli obriga que
esses elétrons tenham spins opostos). Nesse daamjltoniano estendido é dado por,

K=|_|Hub_/'1N' (60)
O operador numero total de particulas é dado por,
N=>n,. (61)

Ordenando normalmenketem-se,

K= ZZE (e 10+Uzq+,rc|+,ic|,¢ci,r _/'IZC:LTCI,U' (62)

i,j o
Portanto, a funcdo de grande particdo escrita moaitsmo de integrais de trajetorias para o
modelo de Hubbard é dada, segundo a equacéo (8), p

z=| [104 (MDY, (1) &, (63a)

com a acdo

= dr{z S Ar)[[— -ujd, o, }w, @

ij o

(63b)
*%Zw{} O, (D, (O, @)

Por conta da antiperiodicidade dg,(r) (¢,(Bh)=-¢,(0)) é possivel realizar a
expansao em série de Fourier

wa(r)=ﬁ2

W, (Bn) =, (0)= Y (@)= Sy, (@) =
N2> B>

=3 (e +1)y, (@) =0= e =1

ey, () . (64)

Assim,

Ow = 2n+)n

: 65
h I (65)
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comn denotando um namero inteiro. A frequénejgé chamada de frequéncia de Matsubara. A
partir da equacdao (64) tem-se

W, (1) = \/Eze

Com as expansodes (64) e (66) obtém-se

[ ary(n, 3.0

fde( [J—Ze"‘“w.g( )} [rze'%rww(w)D
=Y Y hi o () QW o (@)~ j o g7

nn i

Y (w,). (66)

=3 1w, ()i o, W, o (@,

nn i

= 2 (Ch@) Y i, (@, o (@)

(67)
em gue, usando a equacao (65),
iJ'ﬁhdr =1 sen =n
1 (A - 0
Ejo g (- = 2 oo =0,, (68)
ijﬁheﬁ” dr:—,e—,_1=0, sen #n
[h %o i277(n' = n)
Com as expansdes (64) e (66), e a equacédo (&Mcad de grande particdo (63) torna-se
Z=[[]P¢io(@)D¥ (@) €, (69a)
com a acdo |
= Z{_ Z zl//i*,a(wn)[i a%du,j - h_l(tij - /'15|,j )]l//j,a(wn)
nLe (69b)

+%Z¢'f @ (), (W, (wn)}

Essa equacao (ou, equivalentemente, a equacaocé(@3ponto para realizar a aproximacgao
do campo médio dindmico (DMFA) para o hamiltoni@®Hubbard. Em esséncia, a DMFA
reduz (ou mapeia) um problema de rede de muitaepias, como por exemplo o descrito pelo
hamiltoniano de Hubbard, a um problema de sitigpkis) como por exemplo o descrito pelo
hamiltoniano de impureza de Anderson, com parametefetivos determinados
autoconsistentemente. Na DMFA as flutuagbes espas@d desprezadas, mas as flutuagdes
temporais de um sitio simples entre os quatro estpdssiveisi@>, 11>, 1> €11]>, que referem-
se a um estado desocupado, um estado ocupado pdétuom com spinp, um estado ocupado
por um elétron com spimown e um estado duplamente ocupado, respectivameéte) s
consideradas totalmente [12].
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6. CONCLUSAO

A formulacao da teoria quantica de muitas particela termos da algebra de Grassmann é
uma ferramenta bastante poderosa e permite desenwiVersas técnicas sofisticadas para a
analise de materiais. A teoria do campo médio dic@npor exemplo, que hoje € uma das
técnicas mais importantes no estudo de sistemaséti®ns fortemente correlacionados, foi
desenvolvida a partir da analise da funcédo de Gitearma particula escrita no formalismo das
variaveis de Grassmann. Este trabalho tem a femddidle auxiliar estudantes de pés-graduacgéo
e pesquisadores em geral, que ndo sejam familimszeom a algebra de Grassmann, no estudo
dessas técnicas. NOs obtivemos a funcdo de graartiede no formalismo das varidveis de
Grassmann de um modo mais didatico e muito detalhad

NOs iniciamos definindo estados quanticos coergnggsesentamos 0s numeros de
Grassmann como sendo os autovalores do operaddesteuicdo nos estados coerentes e
encontramos a algebra desses numeros e de seugamny, calculamos a expansao de Taylor
de uma funcado de variavel de Grassmann e definenierivada e a integral dessas variaveis.
Calculamos o elemento de matriz e o traco de operacha base dos estados coerentes e por
fim obtivemos a funcdo de grande particdo usandtbdoédas integrais de trajetérias de
Feynman. Como demonstracdo para um caso espezsfiocevemos a funcao de grande particéo
para o hamiltoniano de Hubbard. A estrutura conakie matematica apresentadas aqui séo
acessiveis a alunos cursando o primeiro ano dgnadlstacao.
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APENDICE: OPERADORES FERMIONICOS DE CRIACAO E DESTR UICAO

Seja{| nn,---n, >} uma base completa de vetores que descrevem o oldaegparticulas

ocupando cada estado quantico. Um ve}quz---nw> denota quen; particulas ocupam o

estado 1p, particulas ocupam o estado 2 etc. Agora 8gja operador que, nessa base, possui
como autovalor o numero de particulas que ocupastaulcs (ns), assim,
ﬁs|nl...ns...nm>:ns|n1...ns...nw>_ (A1)
Esse operador € chamado de operador nimero deufestée deve ser descrito por uma matriz
diagonal com seus autovalores ocupando a diagomaigal. Como os férmions obedecem ao
principio de Pauli os autovalores dg s6 pode ser 0 ou 1. Considerando apenas o e|sl§1>1|o

ﬁ_OO A2
3_01' ()

com as autofuncdes correspondentes dos autov@lerdsdadas por

0 :@ e | :@ *3)

respectivamente. Assim, o vetd) denota o estadn,) vazio, e o vetofl) denota o estado

tem-se

In,) ocupado por uma particula.

Definido o operador de destruigcdo ou aniquilagioomo o operador cuja agao diminui o
numero de particulas no estadoor 1, tem-se

c/O)=0 e c1=|0), (A2)
logo,

c,n,) =nyn, -1). (A5)
Usando os vetores (A3) nas definicbes (A4) calsela-

s=o=(2 2Ll o
2z - 0 c, —( ] (AB)
o= LT[
a, a,N\1l 0 a,, =0
O operador adjunto de_, c., é dado pela transposta complexo conjugada ddznfas),

assim,
C. = 00 (A7)
* 1 0)

Aplicando esse operador nos vetores base (A3) ¢eem-s

CER g)((l)](‘l’wﬁ
(7 ofa)[o)e

ci|ny) = @-n)n, +1), (A9)

0 que mostra que esse operador atua aumentandoasade particulas no estaslpor 1, por
essa razéo, ele é chamado de operador de criatdeéédas equacdes (A6) e (A7) chega-se a

00

(A8)

Logo, c. satisfaz
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clc, = = . (A10)
1 0)o o) (0 1

Comparando com a equacéo (A2) obtém-se
A, = C.C;. (A11)
Calculando o produte.c. através de (A6) e (A7) tem-se

. (0 10 0) (1 O
cel = = . (A12)
0 Of1 O 00
As equactes (A10) e (A12) revelam que
. (1 0y (1 O 0 0 10 0 0) (10 .
CC. = = = + =- + =-c.c, +1, (A13)
0 0) \01-1) (0 -1) |0 1 0 1) (01
ou seja, os operadoreg, e ¢, ndo comutam €.C. #c.C,) e diferem da anticomutagdo

(ccl =-c’c,) pela matriz identidade. Além disso,

(C)2_0101_oo_0 ia
> “lo o)lo o) (0 o) (Al4)

@y =0 9)0 9)_(0 9)_, At
S_(lo(lo_oo_' (A19)

As propriedades (A13)-(A15) sdo consequéncias dhwipio de Pauli. Pelo principio de Pauli
ns=0 ou 1 e como o operadof (c.) destréi (cria) uma particula no estdaig> a aplicacéo

de cC, (c.C.) gera um estadm, —2) (|n, +2)) que obviamente néo tem sentido fisico. No
caso|ns> :|O> o operadorcC. n&o altera este estado pois ele cria e depoiséiesha
particula em um estado que originalmente estavia,vaar outro lado o operada@’c, destrdi
e depois cria uma particula, mas ndo € possivdtuitesima particula no estade>,
consequentemente;c|0) = 0. Entretanto, no casmn,) =|1) as acBes destes operadores se

invertem, isto é, agora é a ac&do do operazlof que é igual a zerog(C,

1) = 0), pois este
cria uma particula num estado ja ocupado, enquaaperadorc;c, ndo altera este estado pois
ele destréi, mas depois cria uma particula. E potacdessa inversio de resultados que os
operadoreC. e C.C, sdo relacionados entre si por um operador ideggida

As equacbes (A13)-(A15) podem ser escritas da segfdrma:

[c.,cl], =1, [c,c], =0 e [cl,ci], =0, (A16)

em que AB].=AB+BA é o0 anticomutador dos operadores arbitrahose B. Esses
anticomutadores definem completamente a acdo dmsagres de criagdo e destruicdo em um
estado quéantico representado na base dos numecasipiecdo, no entanto, ndo definem a agéo

desses operadores quando aplicados em estadosntier Como o principio de Pauli ndo
impde restricbes quando duas particulas sdo d#mérudu criadas, ou uma criada e outra

destruida, em estados distintos, isso indica qug # 0, c.q #0 e que C.C ndo é
relacionado cont, ¢, pelo operador identidade, e como esse mesmo pidniohplica que a
funcdo de onda de um sistema de particulas fero@éndeve ser antisimétrica, pois as
. ~ g s . + + .+ + +
particulas sao indistinguiveis, tem-e&, =-ccC,, GGG =-C/C; e C.C, =—C,C, logo,
[c..c']. :53,I' [c,.¢], =0 e [cg,¢'], =0. (A17)
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Observando a primeira linha da equacgéo (A8) notqeee é possivel escrever um estado
quéntico ocupado por uma particula como o operddarriacdo aplicado nesse estado vazio.
Assim,

nl...ns...nw>:|nl>D...D|nS>D...D|nw>
=(c)"0) 0 0(c)™|0) OO (c)™

0)

o...o...o> : (A18)

=(e)™ e (e)™ o (e)™

=(e)™ e (e)™ e (e)™

0)

em que o vetof0) =|0---0---0) é chamado de vacuo e denota a situagdo em que ¢sdo
estados possiveis para as particulas estdo vazagio dos operadores e ¢, em um vetor

de estado de um sistema de particlitas:-n,---n,,) é dado por
Cs|n1”' n - nm> =c (¢)™---(c)™--- ()™ 0>

= (-D)"™(¢))™ ¢y (c9)™ - (c2)™|0)

(D™ ™ () - (e)™ -+ (ci) ™ e0) , se n =0

(=D (e)™ - (- ceeg) - (eo)™

0), se n,=1
0, se n,=0

- (_1 mttng (Cl+)n1 . (C;—l) Ng (C;l) Nes1 |, (C:o)n‘” 0>
+ (=D (cl")”1~--0;~--(C;)n"° CS|O> '

se n =1

0, se n,=0

(=D (6™ - (€)™ (€)™ - (65)™

0), se n,=1

(A19)
e

cfnyongeng ) =cl(e)™ - (e)™ - (ea)™

0)

= (=D (e)) e (e) ™+ (o)™

0)

A\t (AN At ()M -
: ( l) (Cl) Cs (Coo) Cs|0>a se ng 0, (AZO)

(_1 n1+m+n5‘1(Cl+)nl'"(Cg)z"'(C;)nw O> , se n.=1

(_l)n1+”'+n5*l(cf)nl...C;...(C;)nwcs|0> , se n.=0

0, se n =1

em que foram usadas as relagbes (Al17), a primguwagdo em (A4) e a equacédo (Al5). As
equacdes (A19) e (A20) podem ser escritas de feumiata como
c/n--ng-n, ) = (=D>nyn---ng (N, —Yng,; ---n,) (A21)

+

Cs|nl'“ns“'noo> = (_1)55 (1_ns)| nl'“ns—l(ns +1)ns+1'“noo>' (A22)

s-1
comS, =y n,.

i=1



