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O estudo de equações diferenciais parciais fracionárias configura-se como um tema de grande importância 

em diferentes áreas da ciência e engenharia. Isto se deve ao grande número de aplicações que podem ser 

desenvolvidas a partir deste tipo de modelo. Do ponto de vista matemático, a ordem fracionária que 

caracteriza cada contribuição diferencial pode ser interpretada como um parâmetro adicional e que pode 

ser ajustado para uma dada aplicação. Resolver analiticamente ou numericamente tais modelos fracionários 

representa uma tarefa complexa, visto que a grande maioria dos modelos são inerentemente não lineares. 

Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo estender o método pseudo-espectral de Legendre para 

o contexto fracionário. Além disso, combinar a abordagem proposta com o tradicional Método de Adams 

fracionário. A primeira abordagem é empregada para transformar o modelo original em um conjunto de 

equações diferenciais ordinárias fracionárias no tempo, sendo o mesmo integrado considerando o Método 

de Adams fracionário. Para avaliar a metodologia proposta, alguns estudos de caso são resolvidos e os 

resultados numéricos são comparados com as soluções analíticas. Os resultados obtidos demonstram que a 

metodologia proposta se configura como uma interessante estratégia para resolver este tipo de problema. 

Palavras-chave: equações diferenciais parciais fracionárias, método pseudo-espectral de Legendre, método 

de Adams fracionário. 

 

The study of fractional partial differential equations is a topic of great importance in various areas of science 

and engineering. This is due to wide range of applications that can be developed based on this type of 

model. From a mathematical perspective, the fractional order characterizing each differential contribution 

can be interpreted as an additional parameter that can be adjusted for a given application. Solving such 

fractional models analytically or numerically fractional models constitutes a complex task, as the majority 

of models are inherently non-linear. In this context, the present work aims to extend the Legendre pseudo-

spectral method to fractional context. Furthermore, to associate the proposed approach to traditional 

fractional Adams Method. The first approach is employed to transform the original model into a set of time-

fractional ordinary differential equations, which are integrated considering the fractional Adams Method. 

To evaluate the proposed methodology, some case studies are solved and its numerical results are compared 

with analytical solutions. The results obtained demonstrate that the proposed methodology is an interesting 

strategy to solve this type of problem. 

Keywords: fractional partial differential equations, Legendre' pseudo-spectral method, fractional Adams 

method. 

1. INTRODUÇÃO 

Os diferentes fenômenos observados na natureza podem ser representados por equações 

diferenciais com diferentes níveis de complexidade. Nas últimas décadas, o uso de modelos 

diferenciais que apresentam ordem fracionária tem contribuído significativamente para uma 

melhor representação destes modelos em relação à pontos experimentais [1]. Do ponto de vista 

matemático, resolver um modelo diferencial fracionário configura uma tarefa árdua, visto que a 

presença de uma ordem fracionária representa uma dificuldade adicional [2]. Por outro lado, 

modelos diferencias fracionários tornam possível a interpretação física do fenômeno em análise 

a partir da influência da ordem fracionária no comportamento do sistema de interesse [3, 4]. 
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O cálculo com ordem fracionária é uma extensão do tradicional cálculo com ordem inteira e 

data no final do século XVII, motivado pela troca de correspondências entre Leibniz e L'Hôpital. 

A questão central levantada por estes matemáticos trata da generalização da derivada de ordem 

inteira para uma ordem arbitrária [5, 6]. Desde então, inúmeras estratégias para a generalização 

de derivadas fracionárias têm sido propostas. Dentre as mais usuais pode-se citar as aproximações 

de Riemann–Liouville, Grünwald–Letnikow, Caputo e Abordagem de Funções Generalizadas [7]. 

A derivada fracionária de Riemann-Liouville é muito empregada no campo da matemática. 

Todavia, esta abordagem não é indicada para problemas físicos visto que a mesma requer a 

definição de condições iniciais representadas por contribuições fracionárias, cuja explicação 

física ainda é pouco explorada. Para superar tal dificuldade, Caputo introduziu uma definição 

alternativa, que tem a vantagem de definir condições iniciais de ordem inteira para equações 

diferenciais com ordem fracionária [8]. Ao contrário da abordagem de Riemann-Liouville, a 

formulação de Grünwald-Letnikow propõe uma aproximação numérica para aproximar derivadas 

fracionárias [7]. Além disso, os operadores fracionários podem ser interpretados como operadores 

que representam efeitos de memória [1]. Neste caso, uma integral com ordem inteira pode ser 

representada por uma soma ponderada com pesos idênticos ao longo do domínio de integração. 

Por outro lado, uma integral fracionária também pode ser representada por uma soma ponderada, 

todavia, com a importância relativa dos pesos sendo reduzida com o passar do tempo [7, 9]. 

Nas últimas décadas, inúmeras aplicações considerando o contexto fracionário podem ser 

encontradas, dentre as quais pode-se citar estudos de caso em: problema de advecção-dispersão 

fracionária direta e inversa [2], integração do modelo massa-mola-amortecedor usando derivada 

de Caputo e colocação ortogonal [3], problemas de valor no contorno [4], química [10], finanças 

[11], hidrologia [12], biologia [13], viscoelasticidade [14], problemas de advecção-dispersão [15], 

sincronização do caos [16], robótica [17], difusão anômala [18], equação fracionária de 

Boussinesq [19], equação de difusão [20], equação de advecção-dispersão anômala [21], equação 

de difusão anômala [22], problemas de controle ótimo [23], problemas de transferência de massa 

anômala usando um modelo hiperbólico-fracionário [24], entre outros. 

Apesar da inerente dificuldade em se resolver uma equação diferencial fracionária 

analiticamente, algumas abordagens para problemas particulares podem ser encontradas. Neste 

contexto pode-se citar o Método de Decomposição Adomiana [25], o Método da Transformada 

Diferencial Fracionária [26], o Método da Iteração Variacional [27], o Método da Matriz 

Operacional [28], o Método de Análise Homotópica [29] e o tradicional Método da Transformada 

de Laplace [1, 30]. Por outro lado, como alternativa as abordagens analíticas, métodos numéricos 

têm sido empregados para resolver equações diferenciais fracionárias mais gerais. Dentre estes 

pode-se citar o Método Preditor-Corretor Fracionário [31, 32], o uso de fórmulas de diferenciação 

com múltiplos passos [33], o Método das Diferenças Finitas no contexto fracionário [34], o 

Método Adams Implícito [35], e o Método de Adams-Bashforth associado com o espaço de 

Laplace [36].  

Como descrito, o estudo envolvendo equações diferenciais parciais nos cursos de ciências 

exatas é muito importante para a compreensão dos estudantes no que tange os fenômenos físicos 

observados na natureza. Além disso, o domínio em equações diferenciais parciais prepara os 

estudantes para a aplicação de princípios físicos em outras áreas do conhecimento, bem como 

promove a interdisciplinaridade, que é essencial para a resolução e interpretação de problemas 

realísticos. Cabe enfatizar que muitos fenômenos físicos, como os citados anteriormente, não 

podem ser completamente descritos por equações diferenciais com ordem inteira, destacando 

assim a importância no estudo de modelos fracionários. 

Diante do que foi apresentado, a presente contribuição tem por objetivo propor uma 

metodologia sistemática para a resolução de uma Equação Diferencial Parcial Fracionária 

(EDPF). A referida abordagem numérica consiste da associação entre o Método Pseudo-Espectral 

de Legendre (MPEL) estendido para o contexto fracionário e o tradicional Método de Adams 

Fracionário (MAF). Para validar a metodologia proposta são apresentados quatro estudos de caso 

com diferentes níveis de complexidade e que apresentam solução analítica conhecida. 
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2. CONCEITOS 

Nesta seção são apresentadas algumas aproximações e conceitos empregados para a avaliação 

de derivadas fracionárias [7, 37-40]. 

2.1 Definição 1 

A integral fracionária do tipo Riemann-Liouville (Iμf(t)) com ordem fracionária μ (μ>0) 

aplicada a uma função f no domínio (0,∞) → 
 
é definida como: 

 

 
1

0

1
( ) ( ) ( )

( )
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I f t t f d   
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−= −
   (1) 

 

onde Γ é a função Gama. 

2.2 Definição 2 

A derivada fracionária do tipo Riemann-Liouville (Dμf(t)) de ordem μ (μ>0) aplicada a uma 

função f no domínio (0,∞) →  é definida como: 
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onde n=[μ]+1 e [μ] é um operador que representa a parte inteira de μ. 

2.3 Definição 3 

A derivada fracionária do tipo Caputo (Dμf(t)) de ordem μ (μ>0) aplicada em uma função f no 

domínio (0,∞) →  é definida como: 
 

 
1

0

1
( ) ( ) ( )

( )

t
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onde n=[ μ]+1 e [μ] é um operador que representa a parte inteira de μ. 

2.4 Definição 4 

A derivada fracionária de Grünwald–Letnikov (Dμf(t)) de ordem μ (1<μ<2) aplicada a uma 

função f no domínio (0,∞) → 
 
é definida como: 
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onde M é o número de pontos de discretização e h=(tf - t0)/M é a etapa de integração (t0 e tf 

representam os tempos inicial e final, respectivamente). 

2.5 Definição 5 

Se f é uma função contínua com ordem fracionária igual a kμ (onde k é um número inteiro 

positivo e 1<μ<2), a expansão fracionária da Série de Taylor para esta função é escrita da seguinte 

forma: 
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2.6 Definição 6 

A Função de Mittag-Leffler é uma relação de uma variável complexa e que depende do 

parâmetro complexo μ1 (onde a parte real de μ1 deve ser maior do que zero). Matematicamente, a 

Função de Mittag-Leffler para um parâmetro é definida como [7]: 
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em que 
1
( )E t  Função de Mittag-Leffler do parâmetro μ1 e da variável independente t. 

Para o caso particular em que μ1 é igual a unidade, tem-se: 
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Por este motivo a Função de Mittag-Leffler é conhecida, para este caso particular, como a 

função exponencial. 

2.7 Definição 7 

A Função de Mittag-Leffler de dois parâmetros é uma relação de uma variável complexa e que 

depende de dois parâmetros complexos, a saber, μ1 e μ2 (onde a parte real de ambos os parâmetros 

devem ser maiores do que zero). Matematicamente, esta é definida como [7]: 
 

 

1 2,

0 1 2

( )
( )

k

k

t
E t

k
 

 



=

=
 +

  (8) 

 

em que 
1 2, ( )E t   

é a Função de Mittag-Leffler dos parâmetros μ1 e μ2, e da variável independente 

t. Se μ2 for igual a unidade, 
1 2, ( )E t   reduz-se a Função de Mittag-Leffler com um único 

parâmetro. 

3. O PROBLEMA DE INTERESSE 

Na presente contribuição deseja-se resolver uma Equação Diferencial Parcial Fracionária 

(EDPF) transiente e uni-dimensional definida como: 
 

 2 2

1 2 3 42 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )A x t x t A x t x t A x t x t A x t

t x x
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 (10) 
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 (11) 
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+ = 
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4 5 6( , ) ( , ) ( ),    0f fB x t B x t B t t

x
 


+ = 

  (13) 

 

em que t é o tempo (tf é o tempo final), x é a coordenada espacial (xf é o comprimento máximo), 

φ é a variável dependente, Ai(x,t) (i=1, ..., 3) são constantes ou funções das variáveis 

independentes que ponderam cada uma das contribuições na referida EDPF e A4(x,t,φ) é uma 

função das variáveis dependentes e independentes. Bj (j=1, 2, 4, 5) são constantes que definem o 

tipo de condição de contorno na EDPF e Bk (k=3, 6) são funções do tempo. γ (0<γ≤1) e α (0<α≤1) 

representam as ordens fracionárias referentes as contribuições temporal e espacial, 

respectivamente. Além do mais, g1(x) e g2(x) são funções que definem as condições para 

diferentes instantes de tempo. Cabe enfatizar que, se 2γ for menor ou igual que a unidade, somente 
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é necessário definir a função g1(x) para a integração do modelo diferencial fracionário. Por outro 

lado, se 2γ for maior que a unidade, faz-se necessário também definir a função g2(x).  

4. METODOLOGIA 

Conforme descrito anteriormente, para a resolver a EDPF definida pelas Eqs. (9)-(13), 

considera-se a combinação entre o Método Pseudo-Espectral de Legendre Fracionário (MPELF) 

e o Método de Adams Fracionário (MAF). A aplicação da primeira abordagem numérica resulta 

na transformação da EDPF em um sistema de Equações Diferenciais Ordinárias Fracionárias 

(EDOF) no tempo. O sistema diferencial fracionário resultante é resolvido considerando o 

tradicional Método de Adams Fracionário (MAF). A Figura 1 apresenta o fluxograma ilustrativo 

da metodologia proposta. 

 

 
Figura 1: Representação esquemática da associação entre o Método Pseudo-Espectral Fracionário e o 

Método de Adams Fracionário. 

4.1 Método Pseudo-Espectral de Legendre 

4.1.1 Ordem Diferencial Inteira 

O Método Pseudo-Espectral de Legendre (MPEL) é uma estratégia numérica empregada para 

a resolução de problemas de valor de contorno com ordens inteiras. De forma geral, esta é 

fundamentada no uso de uma função de aproximação (geralmente o polinômio de Lagrange (PL)). 

Este é escolhido pela facilidade de obtenção de derivadas em comparação com outros tipos de 

aproximações [41, 42]. Em seguida, avalia-se a solução numérica considerando um dado número 

de pontos de colocação (NPC) [41]. No mínimo, a função de aproximação deve ser satisfeita nos 

pontos de colocação, bem como nas condições iniciais e de contorno.  

Considerando um conjunto de pontos de discretização (X1,Y1), (X2,Y2), ..., (XNPC+1,YNPC+1), 

pode-se interpolar uma função que passa por estes pontos como: 
 

 1

1

( ) ( )
NPC

NPC i i

i

Y X Yl X
+

=

=   (14) 

 

em que li(X) é o polinômio de interpolação de Lagrange definido como:   
 

 1

1

( )
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i

j i j

X X
l X

X X

+

=

−
=

−
  (15) 

 

Se o subscrito i é igual a j, li(X) é igual a 1. Caso contrário, li(X) é igual a 0. Pelo fato desta 

função ser contínua e diferenciável, as derivadas primeira e segunda para uma raiz Xj podem ser 

expressas como: 
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Como o problema original possui duas variáveis independentes, a aproximação polinomial 

para a variável dependente pode ser definida como: 
 

 1

1

( ) ( )
NPC

i i

i

l x t
+

=

  (18) 

 

em que ϕi (i=1, ..., NPC+1) são os coeficientes que devem ser encontrados.  

 

Ao substituir tais aproximações no modelo diferencial original para cada ponto de colocação 

obtêm-se os resíduos e estes devem ser minimizados. Neste caso, para cada i-ésima raiz, uma 

equação diferencial em relação a ϕ é encontrada. Por fim, o sistema de equações diferenciais 

ordinárias em relação ao tempo e que apresenta ordem inteira deve ser resolvido. 

A questão que surge agora é como computar os pontos de colocação onde as referidas equações 

diferenciais ordinárias serão avaliadas. Estes devem ser determinados a partir do tipo de função 

ortogonal empregada [41, 42]. Em se tratando da aproximação espectral de Legendre, considere 

LN(η) como sendo o polinômio de Legendre de N-ésima ordem em função da variável 

independente η. Este é definido segundo Becerra e Galvão (2010) [43]: 
 

 21 ( 1)
( )

2 !

N N

N N N

d
L

N d






−
=  (19) 

 

Ao se definir a ordem N, tem-se a aproximação polinomial de Legendre. Por exemplo, os 

polinômios para N iguais a 0, 1, 2 e 3 são descritos, respectivamente, como: 
 

 
0 ( ) 1L  =  (20) 

 
1( )L  =  (21) 

 
( )2

2

1
( ) 3 1

2
L  = −

 (22) 

 
( )3

3

1
( ) 5 3

2
L   = −

 (23) 

 

Assim, os pontos de colocação de Legendre associados ao polinômio LN(η) são definidos no 

intervalo [-1 ηi 1] (i=1, 2, ..., N-1), em que ηi correspondem às raízes da derivada de LN(η) com 

relação a η. 

É importante ressaltar que a principal vantagem desta abordagem é a redução do erro quando 

comparado com estratégias que consideram pontos de colocação igualmente espaçados [41, 42].  

Em resumo, o MPEL empregado para resolver equações diferenciais de ordem inteira pode 

ser resumido conforme Villadsen e Stewart (1967) [41] e Villadsen e Michelsen (1978) [42]: 

 

• Definir os parâmetros de entrada: características do modelo matemático em análise, 

condições iniciais e de contorno, ordem (N=NPC) da aproximação e o polinômio 

ortogonal usado para gerar os pontos de colocação;  

• Calcular os pontos de colocação (raízes do polinômio ortogonal);  

• Gerar o polinômio de Lagrange considerando os pontos de colocação (o número de 

coeficientes desconhecidos é reduzido considerando a avaliação das condições iniciais e 

de contorno);  

• O modelo resultante (resíduo) é resolvido usando uma estratégia numérica particular;  

• Verificar se a solução obtida é sensível com relação ao aumento do grau de aproximação. 
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4.1.2 Ordem Diferencial Fracionária 

Na seção anterior, o MPEL empregado para resolver equações diferenciais de ordens inteira 

foi revisitado. Para estender a metodologia apresentada para o contexto fracionário é necessário 

avaliar as contribuições fracionárias no tempo e no espaço. Em relação ao espaço, qualquer uma 

das definições apresentadas na seção 2 podem ser empregadas. Todavia, como a aproximação 

considerada é um polinômio, pode-se usar a definição proposta por Lacroix para a derivada 

fracionária de um polinômio [7]: 
 

 1( 1)

( )

ii
X

i





− − +

 −
 (24) 

 

em que i é um contador pertencente ao intervalo [0 NPC+1], X é a variável independente e α é a 

ordem fracionária. 

Neste caso, considerando esta definição pode-se avaliar, facilmente, as derivadas fracionárias 

com relação ao espaço. Como consequência, o modelo diferencial parcial fracionário é convertido 

em um sistema de equações diferenciais ordinárias fracionárias no tempo avaliado em cada ponto 

de colocação, conforme o modelo a seguir: 
 

 ( )2

1 0( ) , , ( ),...., ( ) ,    (0)t i i NPC i iD y t f t y t y t y y = =  (25) 
 

em que t é o tempo, yi é a i-ésima variável dependente, fi é o i-ésimo lado direito do modelo 

diferencial fracionário ordinário e yi0 é a i-ésima condição inicial. É importante destacar que se γ 

for maior do que 1/2, o modelo acima é ordem superior a unidade com relação ao tempo.  

Para resolver o sistema de equações diferenciais fracionárias apresentado considera-se o 

Método Generalizado de Adams–Bashforth–Moulton ou simplesmente Método de Adams 

Fracionário (MAF) [44]. Este consiste em duas etapas. Na primeira o valor da variável dependente 

1

p

ky +
no k+1-ésimo ponto de discretização é estimado considerando a Eq.(26). Em seguida, este 

valor é atualizado considerando a Eq.(27). 
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(27) 

 

em que h é o tamanho do passo de integração (os pontos de discretização são considerados 

igualmente espaçados), e a e b são coeficientes dados como: 
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( )( 1) ,                               0

( 2) 2( 1) ( ) 1 ,

1,                                                                1

j k

k k k j

a k j k j k j j k

j k

 

  

+

+ + +

+

 − − + =


= − + − − + + −  
 = +

 (28) 

 
, 1 ( 1) ( )j kb k j k j 

+ = − + − −

 
(29) 

 

As etapas básicas para o Método Pseudo-Espectral de Legendre Fracionário (MPELF) são 

descritas a seguir: 

 

• Definir os parâmetros de entrada: modelagem matemática do problema de interesse 

(ordem fracionária, parâmetros do modelo, condições iniciais e de contorno), ordem 

(NPC) de aproximação (o polinômio tem coeficientes NPC+1) e polinômio usado para 

gerar os pontos de colocação e número de pontos de discretização (M) no MAF;  

• Calcular os pontos de colocação (raízes do polinômio ortogonal);  

• Gerar o polinômio de Lagrange considerando os pontos de colocação determinados no 

passo anterior;  

• Substituir a função de aproximação considerando a contribuição fracionária no modelo 

original, bem como avaliar a mesma usando os pontos de colocação computados;  
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• O modelo resultante (equação residual) é resolvido usando o MAF;  

• Verificar a sensibilidade da solução com relação a mudança nos valores de NPC e de M.  

 

É importante ressaltar que a modificação no MPEL original permite a resolução de equação 

diferencial parcial fracionária no espaço (ou com ordem inteira se assim for desejado). Neste 

contexto, as principais características do método original (com ordem inteira) são preservadas. 

Cabe destacar que, para o polinômio considerado para gerar os pontos de colocação, o domínio 

para a variável independente é [-1 1]. Neste caso, para aplicações que não sejam definidas nesta 

faixa, deve-se realizar uma mudança de variável para adequar ao referido domínio. 

5. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A presente seção tem por objetivo avaliar a qualidade da solução obtida pela metodologia 

proposta (associação entre o MPELF e o MAF) para a resolução de uma EDPF. Para essa 

finalidade os seguintes pontos devem ser destacados: 

 

• Quatro estudos de caso matemáticos com diferentes níveis de complexidade e que 

apresentam soluções analíticas conhecidas são considerados para fins de verificação da 

metodologia proposta;  

• Em cada aplicação, o número de pontos de colocação (NPC) no domínio do espaço 

requeridos pelo MPELF foram variados para avaliar a sua influência nos resultados 

obtidos. Já no MAF, sempre foram considerados 100 (M) pontos igualmente espaçados 

no domínio do tempo. Este valor foi encontrado após simulações preliminares, em que 

foi verificado que o aumento deste parâmetro não afetava, significativamente, os perfis 

obtidos;  

• Para mensurar a qualidade da solução obtida, as seguintes métricas são consideradas: 
 

1. Erro absoluto Médio (L2): 
 

 

( )
0,5

2

2 , ,

1 1

1 NPC M
a n

i j i j

i j

L Y Y
NPC = =

 
= − 
 

  (30) 

 

em que ,

a

i jY e ,

n

i jY  representam as soluções analítica e numérica avaliadas no ponto 

(i,j), respectivamente.  

2. Erro Absoluto Máximo (L∞):  
 

 
, ,

1 ,1
max | |a n

i j i j
i NPC j M

L Y Y
   

= −  (31) 
 

• O tempo de processamento (TP) é calculado utilizando um computador Desktop Intel 

Core i7-4770 com 8GB de memória;  

• Todas as rotinas numéricas foram implementadas considerando o software Scilab® 

(versão 6.6.1). 

5.1 Estudo de Caso 1 

A primeira aplicação considera uma EDPF no tempo com os seguintes parâmetros: 2γ=[0,1 

0,3 0,5 0,7 0,9], α=1, xf=tf=1, A1(x,t)=1, A2(x,t)=-x, A3(x,t)=-1, B1=B4=1 e B2=B5=0 [45]. Já as 

funções g1(x), A4(x,t,φ), B3(t) e B6(t) são definidas como: 
 

 2

1( )g x x=  (32) 

 2

4 ( , , ) 2 2 2A x t x t = + +

 
(33) 

 2

3

2 ( 1)
( )

(2 1)
B t t 



 +
=
 +  

(34) 
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 2

6

2 ( 1)
( ) 1

(2 1)
B t t 



 +
= +

 +  
(35) 

 

A solução analítica é descrita segundo Entezari et al. (2019) [45] como: 
 

 
2 22 ( 1)

( , )
(2 1)

x t x t 




 +
= +

 +
 (36) 

 

Conforme mencionado anteriormente, como o valor de 2γ é menor que a unidade, não é 

necessário definir uma condição adicional (g2(x)), em relação ao tempo, para que o modelo 

diferencial fracionário possa ser integrado. 

Na Tabela 1 são apresentados o Erro Absoluto Máximo considerando a metodologia proposta 

(para diferentes números de pontos de colocação - NPC), bem como os tempos de 

processamentos. Além disso, para fins de comparação são apresentados os resultados obtidos 

considerando, o Método Wavelet de Bernstein Normalizado (NPC=6) [45], o Método de 

colocação Sinc-Legendre (NPC=25) [46] e o Método de Wavelet (NPC=64) [47]. 

Tabela 1: Erro Absoluto Máximo considerando diferentes estratégias para o estudo de caso 1 (2γ=0,5 e 

t=0,5). TP é o tempo de processamento. 

x [45]  [46] [47] NPC=3 NPC=4 NPC=5 

0,1 0  6,47x10-6 1,21x10-3 6,87x10-5 2,34x10-8 8,78x10-10 

0,2 0  1,58x10-5 1,26x10-3 8,99x10-5 1,34x10-8 5,66x10-10 

0,3 1,11x10-16  2,28x10-5 1,87x10-3 2,44x10-6 2,56x10-8 2,22x10-10 

0,4 0  2,72x10-5 7,42x10-3 3,55x10-5 1,11x10-9 3,33x10-10 

0,5 0  2,76x10-5 1,00x10-6 2,23x10-5 1,22x10-8 2,28x10-10 

0,6 2,23x10-16  2,54x10-5 7,46x10-3 2,33x10-5 4,54x10-8 5,65x10-10 

0,7 0  2,04x10-5 1,73x10-3 2,27x10-5 2,22x10-8 3,74x10-11 

0,8 2,23x10-16  1,32x10-5 5,01x10-3 3,74x10-5 5,55x10-8 2,33x10-10 

0,9 0  4,65x10-6 1,73x10-2 9,29x10-6 1,12x10-8 2,86x10-10 

TP (s) -  - - 3,2 6,3 8,2 

Nesta tabela é possível observar que, para NPC igual a 3, os resultados obtidos são superiores 

aos encontrados considerando o Método de Wavelet e da mesma ordem de grandeza que os 

obtidos pelo Método de colocação Sinc-Legendre, mesmo considerando um número bem inferior 

de pontos de colocação. Já com relação ao Método Wavelet de Bernstein Normalizado, a 

metodologia proposta obteve boas estimativas considerando NPC igual a 5. Como esperado, o 

aumento no valor do número de pontos de colocação implica na redução do erro cometido devido 

ao refinamento da solução (aumento no número de equações que formam o sistema diferencial 

fracionário resultante). Em relação ao tempo de processamento, quanto maior o valor do 

parâmetro NPC, maior é o tempo requerido para a integração do modelo diferencial. Isto se deve 

ao aumento do número de equações diferenciais ordinárias fracionárias obtidas com o processo 

de discretização. 

Já na Tabela 2 são apresentados os resultados obtidos pela metodologia proposta considerando 

diferentes valores para 2γ, x igual a 0,5 e t igual a 0,5. Os resultados apresentados demonstram 

que, independentemente da ordem considerada, a metodologia proposta sempre foi capaz de obter 

boas estimativas em relação as respectivas soluções analíticas, conforme a Figura 2a. Além disso, 

nesta figura observa-se a influência da ordem fracionária nos perfis simulados. Conforme 

observado na Tabela 1, o aumento do número de pontos de colocação implica na minimização do 

Erro Absoluto Máximo observado. Já na Figura 2b é possível observar, para 2γ igual a 0,5 a 

evolução do modelo ao longo do tempo.  
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Tabela 2: Erro Absoluto Máximo considerando diferentes ordens fracionárias para o estudo de caso 1 

(x=0,5 e t=0,5). 

NPC 2γ=0,5 2γ=0,6 2γ=0,7 2γ=0,8 2γ=0,9 

3 2,23x10-5 1,33x10-6 5,66x10-5 4,35x10-5 7,77x10-5 

4 1,22x10-8 1,66x10-8 2,33x10-8 3,46x10-8 6,77x10-8 

5 2,28x10-10 2,85x10-11 1,24x10-10 5,66 x10-11 1,76x10-11 

 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,3

0,6

0,9

1,2

1,5

1,8

2,1  2=0,5 (A)  2=0,5 (N)

 2=0,6 (A)  2=0,6 (N)

 2=0,7 (A)  2=0,7 (N)

 2=0,8 (A)  2=0,8 (N)

 2=0,9 (A)  2=0,9 (N)



x

 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,3

0,6

0,9

1,2

1,5

1,8

2,1

2,4

2,7  t1=0,2 (N)

 t2=0,4 (N)

 t3=0,6 (N)

 t4=0,8 (N)

 t5=0,9 (N)



x

 

(a) Analítica (A) × Numérica (N) (t=0,5). (b) Numérica (N) (2γ=0,5). 
 

Figura 2: Perfis de φ em função das variáveis x e t para o primeiro estudo de caso (NPC=5). 

5.2 Estudo de Caso 2 

A segunda aplicação considera uma EDPF no espaço em que: γ=0,5; 2α=[1,2 1,4 1,6 1,8 2], 

xf=π, tf=5, A1(x,t)=1, A2(x,t)=0, A3(x,t)=-1/4, A4(x,t)=0, B1=B4=1, B2= B3(t)= B5= B6(t)=0 [48]. Já a 

função g1(x) é definida como: 
 

 2

1( ) ( )g x x x= −  (37) 
 

Por se tratar de uma aplicação onde γ é igual a 1/2, somente é necessário definir uma condição 

inicial, isto é; a função g1(x) para que o modelo diferencial fracionário possa ser integrado.  

O modelo acima tem a seguinte solução analítica segundo Yang et al. (2010) [48]: 
 

 
( )

1
2

3
1

8( 1) 4
( , ) sin( )exp 0,25

n

n

x t nx n t
n


+

=

  − −
= −   

  
  (38) 

 

Na Tabela 3 são apresentadas as métricas de erro considerando a metodologia proposta para 

diferentes números de pontos de colocação (NPC), os respectivos tempos de processamento e 2α 

igual a 1,8. Nesta tabela é possível observar que, para os diferentes instantes de tempo, boas 

estimativas em relação as soluções analíticas são encontradas, conforme a Figura 3a. Os 

resultados obtidos considerando NPC igual a 3 estão em concordância com aqueles reportados 

usando o Método da Matriz Transformada [48] com 80 pontos de discretização, cujo Erro 

Absoluto Máximo é da ordem de 10-4. Já para maiores valores de NPC os erros computados pela 

metodologia proposta são menores do que aqueles reportados considerando o Método da Matriz 

Transformada. Como observado na aplicação anterior, o erro é reduzido com o aumento no NPC. 

Por outro lado, o tempo de processamento é incrementado com o aumento no valor do número de 

pontos de colocação. Já na Figura 3b é possível observar os perfis da variável dependente ao longo 

do tempo, isto é, quanto maior o valor do tempo, mais próximo o perfil se aproxima de zero. Além 

disso, as mudanças no valor da ordem fracionária implicam em mudanças discretas no perfil de φ 

para um tempo em particular (ver as Figuras 3a e 3b). 
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Tabela 3: Métricas de erro L2 (Eq.(30)) e L∞ (Eq.(31)) considerando diferentes valores para t e NPC 

para o estudo de caso 2 (2α =1,8). TP é o tempo de processamento. 

NPC  t=0,5 t=1,5 t=2,5 t=3,5 t=5 TP (s) 

3 
L∞ 3,43x10-4 1,77x10-4 2,67x10-4 2,33x10-4 4,53x10-4 

2,2 
L2 2,85x10-4 6,33x10-4 4,54x10-4 3,23x10-4 5,66x10-4 

4 
L∞ 2,45x10-6 7,98x10-6 3,34x10-7  1,99x10-7 2,97x10-7 

5,4 
L2 2,55x10-7 9,87x10-7 3,45x10-7 7,89x10-7  8,88x10-7 

5 
L∞ 1,66x10-9 6,87x10-10 6,63 x10-10 4,89x10-10 3,90x10-10 

7,1 
L2 1,45x10-10 8,45x10-10 5,06x10-10 2,76x10-10 2,29x10-10 

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0
 2=1,2 (N)

 2=1,4 (N)

 2=1,6 (N)

 2=1,7 (N)

 2=2,0 (N)

 2=1,2 (A)

 2=1,4 (A)

 2=1,6 (A)

 2=1,8 (A)

 2=2,0 (A)



x

 

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

t5=5

t3=2,5

t4=3,5

t2=1,5

 2=1,2 (N)

 2=1,4 (N)

 2=1,6 (N)

 2=1,8 (N)

 2=2,0 (N)



x

t1=0,5

 
a) Analítica (A) × Numérica (N) (t=0,5). (b) Numérica (N). 

 

Figura 3: Perfis de φ em função das variáveis x e t para o segundo estudo de caso (NPC=5). 

5.3 Estudo de Caso 3 

O próximo estudo de caso considera uma EDPF no tempo e no espaço de forma que: γ=3/5, 

α=3/4, xf=tf=1, A1(x,t)=1, A2(x,t)=0, A3(x,t)=-1, B1=B4=1, B2= B5=0, B3(t)=t2 e B6(t)=1+t [45]2. Já 

as funções g1(x), g2(x) e A4(x,t,φ) são definidas como: 
 

 2

1( )g x x=  (39) 

 2

2 ( ) 1g x x= +

 
(40) 

 
4 / 5

4

5
( , , ) 4

2 (4 / 5)

x
A x t t


= +

  
(41) 

 

A solução analítica é descrita segundo Entezari et al. (2019) [45] como: 
 

 2 2( , )x t x t = +  (42) 
 

Na Tabela 4 são apresentadas as métricas de erro e o tempo de processamento considerando a 

metodologia proposta. Nesta tabela observa-se boas estimativas para o valor de φ para diferentes 

instantes de tempo t, independentemente do valor do NPC. Em relação ao erro máximo reportado 

usando o Método Wavelet de Bernstein Normalizado com 12 pontos de colocação [45] (erro da 

ordem de 10-16), é possível observar uma boa concordância para NPC igual a 5. Em relação ao 

tempo de processamento, o aumento no valor do parâmetro NPC resulta no incremento deste 

valor. 
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Tabela 4: Métricas de erro L2 (Eq.(30)) e L∞ (Eq.(31)) considerando diferentes valores para t e NPC 

para o estudo de caso 3 (γ=3/5 e α=3/4). TP é o tempo de processamento. 

NPC  t=0,2 t=0,4 t=0,6 t=0,8 t=1 TP (s) 

3 
L∞ 1,33x10-5 3,78x10-5 2,75x10-5 2,33x10-5 6,73x10-5 

2,7 
L2 2,54x10-5 4,53x10-5 2,46x10-5 2,45x10-5 2,89x10-5 

4 
L∞ 1,53x10-7 8,89x10-7 2,99x10-7 4,66x10-7 1,17x10-7 

6,2 
L2 1,47x10-7 4,77x10-7 6,53x10-7 6,87x10-7 6,77x10-7 

5 
L∞ 1,22x10-10 3,74x10-11 5,55x10-10  2,72x10-10 6,75x10-10 

7,5 
L2 1,05x10-10 3,55x10-10 2,29x10-10 3,43x10-10 1,54x10-10 

Na Figura 4 é possível observar os perfis analíticos e numéricos para a variável dependente φ 

em função do espaço para diferentes instantes de tempo considerando γ=3/5, α=3/4 e NPC=5. 

Nesta observa-se uma boa concordância entre os perfis reais e aproximados. 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,00

0,25

0,50

0,75

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,25



x

 t=0,2 (A)  t=0,2 (N)

 t=0,4 (A)  t=0,4 (N)

 t=0,6 (A)  t=0,6 (N)

 t=0,8 (A)  t=0,8 (N)

 t=1,0 (A)  t=1,0 (N)

 
Figura 4: Perfis de φ em função das variáveis x e t para o terceiro estudo de caso (NPC=5) (Analítica 

(A) e Numérica (N)). 

5.4 Estudo de Caso 4 

O último estudo de caso considera uma EDPF no tempo e no espaço onde tem-se: γ=2/3, α=3/4, 

xf=tf=1, A1(x,t)=1, A2(x,t)=A3(x,t)=-1, B1=B4=1, B2=B5=0, B3(t)=t e B6(t)=1+t [45]. Já as funções 

g1(x), g2(x) e A4(x,t,φ) são definidas como: 
 

 2

1( )g x x=  (43) 

 2

2 ( ) 1g x x= +

 
(44) 

 
2

4

16 2
( , , ) 4 (3/ 4) ( , )

5

x
A x t x t x t 


= + + +  −

 

(45) 

 

A solução analítica é descrita segundo Entezari et al. (2019) [45] como: 
 

 2( , )x t x t = +  (46) 
 

A comparação entre as métricas de erro considerando diferentes números de pontos de 

colocação (NPC) e os respectivos tempos de processamento são apresentados na Tabela 5. Nesta 

observa-se que, o aumento no valor de NPC implica na redução do erro computado devido ao 

refinamento da solução (aumento no número de equações diferenciais que descrevem o modelo 

discretizado). Ao se comparar os resultados obtidos pelo Método Wavelet de Bernstein 

Normalizado com 12 pontos de colocação [45] (erro da ordem de 10-16) com a metodologia 

proposta, observa-se uma boa concordância com NPC igual a 5. Conforme comentado 
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anteriormente, o aumento no valor do NPC implica no aumento no valor do tempo de 

processamento requerido para integrar o modelo diferencial fracionário. 

Tabela 5: Métricas de erro L2 (Eq.(30)) e L∞ (Eq.(31)) considerando diferentes valores para t e NPC 

para o estudo de caso 4 (γ=2/3, α=3/4). TP é o tempo de processamento. 

NPC  t=0,1 t=0,3 t=0,5 t=0,7 t=0,9 TP (s) 

12# 
L∞ 1,11x10-16 2,22x10-16 1,99x10-15 2,88x10-15 5,55x10-15 

- 
L2 3,78x10-17 1,02x10-16 6,43x10-16 9,07x10-16 1,73x10-15 

3§ 
L∞ 2,34x10-4 2,78x10-5 3,55x10-5 6,78x10-5 2,34x10-5 

2,5 
L2 1,45x10-5 1,33x10-5 7,39x10-5 4,67x10-5 1,39x10-5 

4§ 
L∞ 6,77x10-7 3,55x10-8 7,88x10-7 7,23x10-8 1,89x10-7 

4,7 
L2 5,87x10-8 8,45x10-8 5,91x10-8 1,46x10-8 6,77x10-8 

5§ 
L∞ 3,77x10-10 2,22x10-10 1,89x10-10 9,80x10-10 4,44x10-10 

6,2 
L2 9,89x10-10 8,96x10-10 4,97x10-10 2,79x10-11 6,69x10-11 

#[45], §Neste trabalho. 

Na Figura 5 é possível observar os perfis analíticos e numéricos para a variável dependente φ 

em função do espaço para diferentes instantes de tempo considerando γ=2/3, α=3/4 e NPC=5. 

Observa-se nesta figura uma boa concordância entre ambos os perfis. 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,25

0,50

0,75

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,25



x

 t=0,2 (A)  t=0,2 (N)

 t=0,4 (A)  t=0,4 (N)

 t=0,6 (A)  t=0,6 (N)

 t=0,8 (A)  t=0,8 (N)

 t=1,0 (A)  t=1,0 (N)

 
Figura 5: Perfis de φ em função das variáveis x e t para o quarto estudo de caso (NPC=5) (Analítica (A) 

e Numérica (N)). 

6. CONCLUSÃO 

A presente contribuição teve como objetivo propor uma abordagem numérica para a integração 

de uma Equação Diferencial Parcial Fracionária (transiente e uni-dimensional). Para essa 

finalidade, foi proposto o Método Pseudo-Espectral de Legendre Fracionário (MPELF) para 

transformar o modelo diferencial fracionário parcial em um sistema de equações diferenciais 

ordinários fracionários. Para resolver o referido sistema de equações foi empregado o Método de 

Adams Fracionário (MAF). A metodologia proposta foi aplicada em uma série de estudos de caso 

puramente matemáticos, mas que apresentam solução analítica. A partir dos resultados obtidos é 

possível concluir que a metodologia proposta foi capaz de obter boas estimativas para os perfis 

da variável dependente, visto a ordem de grandeza das métricas de erro obtidas. Além disso, 

ressalta-se que a associação entre os métodos empregado para a integração de modelos 

fracionários é capaz de lidar com problemas com ordens inteiras (no tempo e/ou no espaço). 

É importante ressaltar que, embora não tenham sido resolvidos estudos de caso físicos (como 

por exemplo problemas de difusão, difusão anômala ou difusão-convecção-reação), a 



W.J. Lima e F.S. Lobato, Scientia Plena 20, 105901 (2024)                                           14 

metodologia proposta pode ser empregada para essa finalidade, bastando apenas avaliar os 

modelos físicos do ponto de vista dimensional.  

Como propostas de trabalhos futuros pretende-se: i) empregar a estratégia numérica para a 

resolução de problemas inversos fracionários considerando para essa finalidade pontos 

experimentais reais; e ii) propor uma metodologia para corrigir, dimensionalmente, os termos 

diferenciais fracionários em problemas físicos. 
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