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Defeitos topol6gicos foram muito estudados nas ultimas décadas, sendo ainda objeto de bastante interesse
em diversas areas, como na fisica da matéria condensada, na fisica de particulas elementares e na
cosmologia. SolucBes do tipo kink em certos modelos de campos escalares num espaco-tempo de
dimensdo dois sdo exemplos tipicos de defeitos topoldgicos. Partindo de um modelo com solucGes
classicas desse tipo podemos encontrar uma infinidade de novos modelos com a mesma propriedade
através de um procedimento de deformacéo [D. Bazeia, L. Losano, J. M. C. Malbouisson, Phys. Rev. D66
(2002) 101701(R)]. Sugerimos nesse trabalho um método para o célculo da variagdo da primeira corre¢do
quantica a massa do kink sob uma deformacdo pequena. Deformagdes infinitamente pequenas dos

4 L .
modelos Seno-Gordon e do @, s&o analisadas em detalhes.
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1. Introducéo

Nas ultimas décadas os defeitos topoldgicos foram objetos de grande interesse em diversos
campos da fisica [1]. Defeitos topoldgicos sdo usados na explicacdo de fendmenos de transicao
de fase em varios tipos de sistemas (Hélio superfluido, cristais liquidos, estruturas
ferromagnéticas). Para a cosmologia, 0os modelos consideram que durante a sua expansao e
consequente resfriamento, o universo sofreu severas transi¢des de fases e, durante algumas delas
defeitos topoldgicos podem ter sido formados, sendo interessante conhecer sua evolucdo e
comportamento. O mecanismo no qual os defeitos topoldgicos sao formados apés transices de
fases, &€ chamado mecanismo de Kibble.

A aplicacdo de defeitos topoldgicos em modelos de particulas elementares iniciou-se com
gg trabalhos de Skyrme. No modelo de Skyrme os solitons puderam ser interpretados como

arions.

Diferentes tipos de defeitos topoldgicos sdo possiveis, e sua formacdo dependerd das
propriedades de simetria do sistema e da natureza da fase de transicdo. Esses defeitos dentre
outros tipos podem ser: paredes de dominio, cordas césmicas, monop6los e texturas.

Um dos exemplos mais simples de defeito topoldgico é o “kink” que ocorre em certos
modelos com um campo escalar em um espaco-tempo de dimenséo dois. O kink classico é uma
solucdo da equagdo de movimento cléssica de tal modelo, caracterizada por uma densidade de
energia localizada. O kink classico ou, melhor, a familia uniparamétrica de solucdes, obtidas por
meio de translagbes espaciais de um dado kink classico, corresponde a um estado do kink
quantizado.

Recentemente foi proposto um procedimento para deformacdo do kink [2], possibilitando
uma aplicacdo dos defeitos topoldgicos em modelos cosmoldgicos. Embora esta aplicacdo
necessite da teoria do kink desenvolvida em nivel classico, é interessante estudar as
propriedades do kink quantico deformado, como também as condi¢Bes sob 0s quais o kink
quéntico “deformado” existe. No presente trabalho apresentamos um método para o célculo da
variagao da massa do kink quéantico sob uma deformacao.
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2. O kink
2.1 Kink cléssico

Considersmos um campo escalar ¢ em um espaco-tempo de dimenséo dois. Supondo que o
potencial U(#) na densidade lagrangiana

_L|(agY _(agY |_
L_z[(atj (ax” U(¢) 2.1)

tenha pelo menos dois minimos @, # #_ tal que

U(g,)=U(g)=0, (2.2)
A equacdo de movimento
TP_0b g =
ot* ox? +U@)=0 @3

possui um solucéo® estatica (independente do tempo) du tal que

d’da (¥ _ .
d—xlz =U"(¢,(x)), (2.4)
e satisfaz as condicBes assintdticas
¢y = @. quando X —> *o0, (2.5)

Sendo que essa equacdo pode assumir a forma seguinte (escolhendo condi¢Bes de contorno
apropriadas)

2
(%j —2U(4,). (26)
A energia da solugdo estética (a massa classica do kink) sera
M, = j‘”(% (%]2 +U (4, )}dx - f“’(%jzdx_ 2.7)
» X =\ dx
2.2 Quantizagao do kink

As solucdes do tipo kink correspondem a estados do campo quantizado que podem ser
interpretadas como estados de uma particula. Na expansdo semi-classica (uma expansdo em
termos de 72) da massa (que sera chamada de “kink quantico ou simplesmente “kink™) é dado
pela massa classica (2.7) do kink e os outros termos sdo chamados corre¢des quanticas a massa

1 A simetria translacional da eq. (2.3), implica na existéncia de uma infinidade de solugBes estaticas que satisfazem as
condigdes assintéticas (2.5).



Thiago R. Araujo & Stoian I. Zlatev., Scientia Plena 5, 114804, 2009 3

do kink. O célculo da primeira correcdo quantica a massa do kink foi feita em 1974 por Dashen,
Hasslacher e Neveu [3]. O desenvolvimento de técnicas variadas para as corre¢des quanticas [4]
foi motivada, em particular pela necessidade de estudar modelos que, além do campo escalar,
contém campos fermibnicos. No entanto, o método por Dashen, Hasslacher e Neveu [3],
baseado na discretizacdo por “contagem de modos”, é aparentemente, mais conveniente no
estudo das correcdes quanticas a massa do kink deformado. Por isso, apresentamos as principais
caracteristicas do método.

Considerando no presente trabalho apenas a primeira corre¢do quéntica, admitiremos que,
além da eq. (2.2), vale também

U'(¢.)=U"(4.), (2.8)

0 que garante a consisténcia da teoria do kink em nivel semi-classico.

Os modos de oscilacdo do campo ao redor da configuracdo estatica ¢ (X) e as respectivas
frequéncias podemos obter substituindo na equacdo de movimento (2.3) o ansatz

B(X,t) = gy (X) +p (x)e'* | 2.9)

e mantendo apenas os termos lineares em ¥ . Isto nos conduz & equac&o

{—Ww "(4y (X))}// (x) =0’y (x). (2.10)

Os modos de oscilacdo ao redor de qualquer um dos vécuos classicos @: e as respectivas
frequéncias sdo determinadas pela equacao

{_%w "(¢)}//(x) = 0’y (). (2.11)

Os espectros dos operadores

__d_z " __d_2 ”
H = ™ +U"(gy (X)) , H_ = e +U"(4_(x)) (2.12)

tornam-se discretos quando H e H_ sdo considerados operadores definidos num espaco de

~ - . 0 I N .
fungdes periodicas [3]. Sejam @, e @, frequéncias de pequenas flutua¢des ao redor do kink e
do véacuo classico, correspondentemente. A energia do estado fundamental no setor do vacuo
sera dada pela soma das energias de ponto zero dos osciladores do campo,

1
Evac = _Z a)r(10) .
25
Aparentemente, a energia do estado fundamental no setor do kink sera dada pela soma
1
M o t7 Z @,
25

No entanto, um estudo detalhado mostra que a energia do estado fundamental no setor do kink
contém mais um termo, que provem dos contratermos necessarios para uma renormalizacdo
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consistente do setor do vacuo do modelo [3,4]. Indiquemos este termo por “c.t.”. Notamos que
ele possui uma divergéncia logaritmica [4]. A energia do estado fundamental no setor do kink é
dada pela expresséo

Ei =M, +%Za)n +ct.

e a massa do Kink serd dada pela diferenca Evink = Evac | logo

M=M, +%Za)n—%2wéo)+c.t._ (2.13)

Escrevendo

M =M, +AM, (2.14)

em que AM, é a primeira correcio quantica, obtemos, usando a equacéo (2.13)

1 1
AMl:Ean _EzerO)"_c't'- (2.15)

2.3 Kink deformado

Foi introduzido recentemente [2] um procedimento para deformacgdo de defeitos que
permitiu a formacéo de redes de defeitos e aumentou significativamente o interesse para sua
aplicacdo na teoria das branas. O procedimento se aplica a defeitos, topoldgicos ou ndo, que

satisfazem a equacdo de Bogomol’nyi.
Seguindo o método geral descrito em [2], faremos uma deformacdo no modelo original

(2.1), através de uma funcédo f(x) (tal que f'(%) ndo se anula), pondo

¢="1(x) (2.16)

e encontramos uma densidade lagrangiana

L_2|:[8J (ax” U(x), (2.17)

onde o potencial deformado é

U(x) = M (2.18)

Verifica-se facilmente que

Za(¥) = (g, (%)) (2.19)

é uma solucdo do tipo kink do modelo deformado [2]. A partir dessa expressdo, encontramos
que a massa do kink classico deformado é dada pela formula
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ﬁ[ % +u( c.)de deZc'j (220)

onde podemos utilizar a eq. (2.19) para escrever a massa como
= o] df (d¢ T
M, = d | dx
’ J-OO( dg ‘¢:¢d J x ' (221)

3. O espectros das flutuagdes

3.1 O espectros continuo

Consideremos primeiro os espectros dos operadores H e H_ | definidos pelas equagdes
(2.12) “na reta”, ou seja, em um subconjunto denso do espaco de Hilbert de fungbes com
guadrado de moédulo integravel na reta. Os espectros continuos desses operadores sdo iguais.
Com efeito, decorre da eq. (2.5) que, qualquer que seja o valor do parametro real k, a equacao

{_j_w"(qﬁc.(x» U6 () (9 =k (x) @

possui exatamente uma soluc¢do que satisfaz a condicéo
() > ™ quando X = —%
A solucéo w (X, K) & limitada. Com efeitos, segue das equagdes (2.5), (2.8) e (3.1) que

v, (X) > ae"™ +be™ guando X —> %,

onde & e By sdo constantes. Concluimos gue ao espectro continuo pertencem os pontos do

intervalo infinito U"(4_) < ®® . E conveniente definir a funcdo com valores positivos o(k)
através da equacao

o’ (k)=U"(¢g.)+k?, —w<k<o, (3.2)
Logo,

Hy () =0 Ky, (x),  —oo<k<o,

O espectro continuo é duplamente degenerado (exceto o “autovalor” @”(0) =U"(4.)).
Considerando o modelo deformado, mostraremos gque a equacgéo

U"(x,)=U"(x.), (3.3)

é vélida, o que garante a existéncia do “setor do kink” pelo menos em nivel semi-classico. Além
disso, mostraremos que
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U"(r.)=U"(4.), (3.4)

0 que significa que o espectro continuo do operador das pequenas flutuacBes ao redor do kink
deformado,

2

3 d ~"
H =—d7+U (2 (X)), (3.5)

tera caracteristicas idénticas as do espectro continuo do operador H .

Com efeito, calculando a segunda derivada em relagdo a £ do potencial deformado (2.18),
obtemos

Tn . () [ () f"(x)
U =U -3U'(¢p)—25+6U (p) — == -2U (¢p) —7=
(x)=U"(¢) (¢)[ TE T (#) (T (¢)[ T (3.6)
Usando as equacdes (3.6), (2.2), (2.8), (2.16) e a equacéo
U'(¢.) =0

(essa Gltima é valida porque em #. ocorrem valores minimos do potencial U ), verificamos as
equacdes (3.3) e (3.4).

3.2 O espectro discreto

O espectro discreto do operador das pequenas flutuagBes ao redor do kink, tanto para o
modelo original como para o deformado, é ndo negativo em conseqiiéncia da estabilidade do
kink classico correspondente [4]. Como o kink classico quebra a simetria translacional da acdo,
0 nUmero zero sempre pertence ao espectro discreto do operador das pequenas flutuacdes.

Outros autovalores podem existir (como no modelo ¢4) ou ndo (como no modelo Seno-
Gordon). Se existirem tais autovalores, eles pertenceréo ao intervalo entre zero e a extremidade
do espectro continuo. Em relacdo ao comportamento do espectro discreto no processo da
deformacdo do modelo, ndo podemos tirar conclusdes tdo completas quanto no caso do espectro
continuo. Evidentemente, 0 zero serd sempre um autovalor e 0 modo zero sera proporcional a
derivada espacial do kink classico [2]. No entanto, no momento ndo excluimos a possibilidade
de autovalores ndo-nulos surgirem (ou sumirem) em um processo de deformacéo continua do
modelo original.

Admitimos, no entanto, que uma deformacdo infinitamente pequena ndo causa uma
mudanca no namero de autovalores discretos e que somente as posi¢des dos autovalores podem
sofrer uma mudanca nesse caso. Supondo uma funcéo deformacao tal que

f()=x+a(x) , (3.7)

em que ¢ é um pequeno parametro e desconsiderando os termos de ordem em € superior a
primeira, na eq. (3.6) , obtemos

U"(24) =U"(8) = 360" (2o )V () — 260" (U (4). (3.8)
Logo

H=H+aW, (3.9)
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em que W é o operador de multiplicacéo
W (X) = =3"(x4 )U " (¢s) = 20" (2 U (4a). (3.10)

Tratando o termo €W no segundo membro da equacdo (3.9) como uma pequena perturbacéo,
utilizaremos o método de teoria da perturbacdo independente do tempo, para o calculo dos

. ~ ~ 2 . .
autovalores e dos modos excitados do operador H . A correcdo ALY de primeira ordem em €

para um dado autovalor Qiz do espectros discreto sera dada por
AQ? =&(W,|W|W,), (3.11)

. . . 2
em que |‘P.> é 0 autovetor normalizado associado ao autovalor €2; .
Mostremos que o modo zero escrito em fungdo do campo como

Yo (x) = ('Vlc.)2 d¢;' (3.12)

terd seu valor inalterado. Com efeito, a correcdo de primeira ordem em ¢ ao autovalor é dada
por

M@ e[ (d¢c'j [B(4)U () + 20" (8, )U (). @13

Fazendo a mudanga de variavel $=04(X) e usando a equacdo de Bogomol’nyi (2.6),
encontramos

A
AQ) = —ZIC/I/EE j:(gu CVL Y %h”’jdqﬁ :_ZM_\/ESU Yoy

cl A

=0, (3.14)

cl

pois o potencial U =U(#) anula-se em cada um dos vacuos classicos #: .

4. Corregdo quantica a massa do kink deformado

Seguindo Dashen, Hasslacher e Neveu [3], impomos condi¢des de contorno periddicas no
campo das flutuacGes ao redor do kink

U(X’t) = ¢(X’ t) - ¢c| (X) , 4.1)

pondo

L L
U(E,t) = "(_E’t) . (4.2)

Impomos condi¢bes analogas no campo de flutuacBes ao redor do kink deformado e, também, as
flutuacGes ao redor dos vacuos classicos no modelo original e no modelo deformado. Os
espectros das pequenas flutuagdes tornam-se discretos.

A primeira corre¢do quantica é dada entdo, pelo limite da expressao
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1 1
AM1=EZ%—EZCO§O)+P, (4.3)

2 0
onde @, e [@, T? sdo os autovalores dos operadores H e H_ correspondentemente e

denotamos os contratermos como £ . De modo analogo, a primeira correcdo quantica & massa
do kink deformado sera dada pelo limite da expressdo

~ 1o~ 1=~ ~
AM, ==Y 0, -=> o +p (4.4)
25 25 ’ '
onde E)f e [5”(0)]2 sdo os autovalores dos operadores H e I:L, correspondentemente e p
provém dos contratermos do modelo deformado. Porém da equacéo (3.4) notamos que
H =H

portanto a diferenca A|\7|d1 —AM; seré dada pelo limite da expresso
~ 1~ 1
AMI_AMlzzza)n _Eza)n—l—Ap, (45)

emque AP=p—p.
Supondo uma deformacéo pequena, da forma (3.7) obtemos para o termo linear em € na

diferenca A|\7|d1 —AM; a expressio

1« A@
AM :Zz—(a) ) +Ap®? (4.6)

em que A,D(l) indica o termo linear em ¢ na diferenca £ = P dos contratermos e A(a)nz) éa
parte linear em € na diferenca dos autovalores E)f —a)nz. Substituindo na eq. (4.6) o valor de

A(a)nz ) fornecido pela teoria de perturbacéo
A@?)= &y, W|w,). 4.7

, . . 2
em que |'//n>e 0 autovetor normalizado associado ao autovalor @, , obtemos

AM O :£z<‘/’n[w|‘r”n>

4= o,

+Ap® (4.8)

5. Exemplos

Para exemplificar o método descrito, consideremos deformacdes infinitamente pequenas de

. . 4
dois modelos bem escolhidos: o modelo Seno-Gordon e o modelo ¢, . Para estes modelos a
equacdo das pequenas flutuacbes tem a forma de uma equacdo de Schrédinger com um
potencial sem reflexdo,
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{_d_xzz +m?12 —1(1 +1)m? sech? (mx)}w(x) = o’y(x) (5.1)

onde?, para 0 modelo Seno-Gordon, I =1 e 1 =2 para o modelo ¢24. Para a equagédo (5.1) o
modo zero é

w,o(X) = A sech' mx (5.2)
onde A ¢ uma constante de normalizacdo.

5.1 Modelo Seno-Gordon

O potencial da forma [6]

U(g)= %{1— COS(% ¢H (5.3)
O séliton (kink)
¢, (x)= 4%tan ~exp(mx)

satisfaz

+ .
—>—00
X X—>+00

imgs(=0=p.timg,(x)=2r =

A equacdo que determina o espectro das pequenas flutuagGes ao redor do séliton é

2

_W+ m? — 2m? sech? mx}/x(X) =’y (X) (5.4)

O Unico autovalor do espectro discreto € o zero e 0 modo zero é dado por

wo(X)= \/g sechmx . (5.5)

As autofuncGes associadas ao espectro continuo

w(k,x):+(£+itanh mxje‘kx,
m _
27{;2 +1j P<k<, (5.6)

2 Para um tratamento detalhado desse tipo de equacéo ver [5].
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satisfazem a eq. (5.4) com w° = a)z(k) =m’ +k? e sdo normalizados de tal modo que

[Tulkox) wlke x)dx =5k - k).

10

Como o modelo Seno-Gordon possui apenas um autovalor discreto, somente o espectro
continuo ira contribuir para o termo de primeira ordem em € na primeira corre¢do quantica a
massa do kink deformado. Impostas condi¢Ges periddicas as flutuagbes, o espectro torna-se

discreto, sendo
2 _ 2
a)n - [a)(kn )]
0s autovalores, onde 0s nimeros de onda K, satisfazem

Lk, +6,=2nz =~ n=41+2,..,

e 956 0 desvio na fase da onda transmitida através do poco de potencial.
Substituindo na expresséo

(W)= wa ()

a identidade

e levando em conta que, como provamos na sec¢do anterior,

[T w (x)dx =0,

obtemos
/
) =i o ).
ou ainda,
D 1
<Wn[W|V’n> _TH{E)’
em que

D=["W dx__f%ww

J2u

Substituindo a expresséo (5.8) na eg. (4.8), obtemos

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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AMP = %zi +ApY + o(%)

na)n

= —_— —_— _+_
4L %> Jk2 +m?2\ 27 27 dk

Finalmente, tomando o limite L—>o , encontramos

eD = dk (L 1 dasj
D = dk

@ _ ®)

AM | _8”.[_00 o +Ap*. (5.11)

5.2 Modelo ¢,

O potencial do modelo é dado por

U(¢):m—{1—g ¢ } _ (5.12)

A solucdo estatica

¢¢@:%mmmm

(5.13)
da equacgdo de movimento é um kink que satisfaz as condi¢des
. m . m
limg,(x)=——=¢. limg,(x)=—=4¢.,
X—>—0 g X—>+00 g
A equacdo de Schrodinger é escrita como
d ? 2 2 2 2
—F+4m —6m*sech” mx [y (x) = @ w(X) . (5.14)
X

O modo zero é

wo(X) = ‘/37m sech® mx (5.15)

. . . 2 2 ~
No espectro discreto desse modelo existe mais um autovalor, €; =3M°_ A autofuncéo
associada

w,(X) = 1/37m sech mx tanh mx (5.16)

pode ser expressa em termos da solucio P (X)
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-2 - S| -

A autofuncdo normalizada associada ao autovalor
@’ (k)=k? +4m?
do espectro continuo, é dada por

2 3k ) i«
1+ — +—tanhmx—3tanh* mx "
m m

. (5.18)
4 2
\/27[[k4 + 5k—2 + 4]
m m

Utilizando o procedimento de regularizacdo e contagem dos modos, discretizamos o
espectro continuo e encontramos a autofuncao normalizada

w(k,X)—(

2 -
(1+k”2+ 3ik, tanh mx — 3tanh? mx]eiknx
m m

4 2 ) (5.19)
\/L(:]“[l +5:1”2+4]

onde o namero de onda K, satisfaz a relacdo

v, (%)=

Lk, +3, =2n7 (5.20)

sendo 5¢ 0 desvio na fase da onda transmitida.

... ~ 2 2 .
Calculando inicialmente a correcdo para o autovalor €2; =3M° do espectro discreto,
obtemos

3g* Ve 2 9° m’ 9°

AQ? = —g=—=_|/9 1-=— 6goh” + —|1—=¢° |h" |d

. o f_%¢ o ¢° | 6g¢h ] 7 ¢ ¢, (5.21)
Portanto, a contribuicdo da espectro discreto para a correcao sera

iA(le)__\@gzg ry 2 _9_2 2 " m_z _g_z 2 |
2 0, am’ 1%4” Lz | eod+= |1z f"idd . 5.22)

Considerando a contribuicdo do espectro continuo, utilizando as equag@es (5.18) e (5.12)
para obter
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22 2 2 4
[L+;gj+e(§—2jgz¢2+9i4¢4
2
v, (x)" =

T . (5.23)
L m*  m?

A correcdo A( ) ao autovalor 60 = k +4m’ é

i) i vogs
1+ | +3 =9 +9=—¢
m m? m m? m* m2 2
R
m*  m? J

Aplicando a técnica usada no exemplo anterior, encontramos que a contribui¢do de ordem
€ na primeira correcéo quantica a massa do kink deformado sera dada por

AM? = ——égzigj% d¢¢2(1—g—22¢2]{69¢h"+m—2(1—g—i¢2jh"}
8m* g m g m

2 2 2 2 4
TR I LS [P Y
2 2 4
.[ dk .[/ m m? m
oo 2 4 2
VK2 +4m? (k+5k+4j
m m

><|:6 " mz( _ j m:| )
goh'+=—| 1 —¢ +Ap
g

A parte divergente na contribuicdo do espectro continuo é dada por

(5.25)

J= _irﬁL
o L+ Jevam 529

onde

j/ d¢{69¢h"+ [1——¢J } (5.27)

6. Conclusoes

Mostramos que o kink deformado é consistente em nivel semiclassico. Na variacdo da
massa do kink sob uma deformacédo pequena a contribuicdo das flutuagdes do espectro continuo
é divergente. A divergéncia é fraca (logaritmica). Uma analise do cancelamento dessa
divergéncia com termos divergentes provenientes dos contratermos exige um estudo detalhado
da renormaliza¢do do modelo deformado.
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