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Na teoria de gravitacdo de Einstein, o conceito de forca é substituido pelo conceito de geometria. Assim,
podemos esperar que a teoria quantica da gravitacdo nos leve naturalmente a quantizagdo de algumas
quantidades geométricas, como por exemplo, a quantizacdo de uma area. Recentemente foi demonstrado
gue no espago-tempo ndo comutativo de Snyder, a area de uma esfera é quantizada. Neste trabalho
mostraremos como podemos induzir o aparecimento do espaco-tempo de Snyder em teoria de particula
relativistica sem massa, que é a teoria de gravitagdo mais simples possivel.
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In Einstein’s theory of gravitation, the concept of force is replaced by the concept of geometry. Then, we
may expect that the quantum theory naturally lead us to the quantization of some geometric quantities
like, for example, the quantization of an area. Recently, it was demonstrated that in non-commutative
Snyder space, the area of the sphere is quantized. In this paper, we show how we can induce the Snyder
space-time appearance in massless relativistic particle theory which is the most simple gravitation theory
as possible.
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1. INTRODUCAO

Na teoria de gravitacdo Newtoniana, a trajetéria de uma particula encurva-se como
conseqliéncia da acdo de uma forca que age sobre a particula. Na auséncia de forcas, a trajetoria
da particula é uma reta.

Na teoria de gravitacdo de Einstein, o conceito de forga é substituido pelo conceito de
geometria. Assim, a trajetéria da particula encurva-se por que a geometria € curva. Existem
sinais de que a teoria de gravitacdo quantica correta deve implicar na quantizacdo de algumas
quantidades geométricas, como, por exemplo, a quantizacdo de uma éarea. Isto nos leva ao
conceito de quantum de area.

Pode ser demonstrado que a area do horizonte de eventos de um buraco negro possui um
espectro discreto. Como esta area € proporcional a entropia do buraco negro, Bekenstein propos
que a area é dada por

A, =4nr?= E'_En (1)

n=123,.. vy é uma constante de proporcionalidade e €5 é o comprimento de Planck,

fp =+/hC /fe¥. Adrea (1) é essencialmente a area de uma esfera de raio r.

Recentemente foi demonstrado que no espaco-tempo ndo comutativo de Snyder, a area de
um disco e de uma esfera sdo quantizadas. O espaco de Snyder é definido em um universo do
tipo de Sitter através dos comutadores

[P,u:p'r] =0 (2&)
[¥ure] = RO = puy) (2.b)
[:l'l..'g' ;1.] = -:'Fl"{f,'p' (20)
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t,, = 0,1, ..,d =1 sdo os operadores de posicéo, p, sdo os operadores de momento, d é a
dimensao do universo de de Sitter, My é a métrica de Minkowski e

Ly = Xy = XyPy 3)

é o gerador das transformacdes de Lorentz. O comutador (2.c) implica que o espago-tempo é
ndo comutativo.

Neste trabalho demonstraremos como o espaco de Snyder pode ser construido utilizando
uma simetria local da Hamiltoniana que descreve uma particula relativistica sem massa

propagando-se num espago-tempo de Minkowski com d dimensdes.

2. PARTICULAS SEM MASSA E O ESPACO DE SNYDER

Uma particula relativistica sem massa é descrita classicamente pelo funcional da acédo

1
— =12 a
S-ZJdr& i (4]

(]

onde x¥ = x#(7), &¥ = da¥/dr, &* = &¥i"n,, e A(¥) é um campo auxiliar associado a
invariancia da acdo (4) sob as re-parametrizacdes

Gk = gfr)ik 64 = () ()
quando T =+ T = &(T). A aco (4) descreve uma teoria gravitacional sobre a linha de universo

da particula. Na transicdo para o formalismo Hamiltoniano, a acdo (4) fornece o momento
candnico

aL 1. .
Pu = g6 = Z0H (e
e a Hamiltoniana candnica
1 .
H== Ap? (7}
i

O campo gravitacional, visto como um campo de gauge, estd associado a invariancia da
teoria sob uma transformacdo de escala que depende do valor do parametro T. Em conseqliéncia

disto, a Hamiltoniana (7) também € invariante sob a transformacéo de escala
pu = exp{=Ftx, p)lp, (8.a)
A= exp{286x,p) 3 (8.5)
e da equagdo (6) vemos que a transformagdo correta para x,, €
Xy = explB(np) x, (8.¢)
Se introduzirmos agora os parénteses de Poisson
Ponl=0 {vum)=nn {xex)=0 (9)

vemos que apos a transformacdo (8), estes se comportam como
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{p. 2} = 8 = Vl{p.. Blov + 08,031 +{8.63p, 20 (10. a)
{-‘G’M-'Pr} = *Il + ﬁ}[ﬂﬁ'ﬂrl - JIS] - {.TH'.&}PP]

+(1 = f)x, {B.p} = (B Blx,m, (10. b)

et} = (14 BxulBxd = w {8 2 f] + (6 Blxux, (10.¢)

e 1 4
Como £(x,p) é uma funcio arbitraria, podemos escolher # = -p~. Para esta escolha, os

parénteses (10) se transformam em

{Puml =0 1l @)
X} =Ny = Butn (11.b)
{Xw-\".'} = =Lyy (1l.¢)

Se agora fizermos uma transicdo para a mecanica quantica usando o principio da
correspondéncia
[comutader] = ih{parénteses) (12)

os parénteses (11) reproduzem os comutadores de Snyder (2).

3. EQUACOES DE MOVIMENTO

A dindmica Hamiltoniana da particula relativistica sem massa é descrita pelas equagdes de
movimento

Py = {p.Hl=0 (13, b)

calculadas usando os parénteses de Poisson (9). Da equacdo (11.b) vemos que o campo
gravitacional no espaco de Snyder é

Guv = My — Puby (14)

E facil verificar que as equacdes de movimento (13) néo variam se passarmos para 0 campo
gravitacional (14) e utilizarmos os parénteses (11) no lugar dos parénteses (9). Embora as
equacbes de movimento sejam invariantes de escala ao nivel classico, isto ndo é
necessariamente valido ao nivel quantico.

4. CONCLUSAO

Os parénteses de Poisson (9) definem uma algebra simplética no espaco de fase (x,,p,)-

Entretanto, os parénteses (11) que obtivemos neste trabalho mostram que a introducdo dos
efeitos gravitacionais necessariamente levam a uma deformacdo da algebra simplética e esta
deformacdo persiste na teoria quantizada.
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