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No presente trabalho, usamos operadores invariantes lineares a luz do método de invariantes dindmicos
para encontrar as solu¢des exatas da equacdo de Schrodinger para o oscilador harmoénico forgado
dependente do tempo de Caldirola-Kanai em termos das solugdes de uma equacdo diferencial de segunda
ordem que descreve a amplitude de um oscilador harménico amortecido nao-forcado. Além disso,
construimos solu¢des do tipo pacotes de ondas Gaussianos e calculamos as flutuagdes quanticas das
coordenadas ¢ momentos, bem como o produto da incerteza. Também, mostramos que as flutuagdes
quanticas e a largura do pacote Gaussiano ndo dependem da forga externa.

Palavras-chave: Fisica. Teoria quantica. Oscilador quantico dependente do tempo.

In this work, we use linear invariants and the dynamical invariant method to obtain exact solutions of the
Schrodinger equation for the Caldirola-Kanai time-dependent forced harmonic oscillator in terms of the
solutions of a second order ordinary differential equation that describes the amplitude of the classical
unforced damped oscillator. Afterwards, we construct Gaussian wave packet solutions and calculate the
quantum fluctuations in coordinate and momentum as well as the uncertainty product. It is also shown

that the quantum fluctuations and the width of the Gaussian packet do not depend on the external force.
Keywords: Physics. Quantum theory. Time-dependent quantum oscillator.

1. INTRODUCAO

Em geral, o que se faz ao procurar descrever um sistema fisico do ponto de vista da mecénica
quantica, utilizando uma forma particular para o operador Hamiltoniano, ¢ resolver a equagéo
de Schrodinger correspondente. Dentre os sistemas fisicos mais estudados, um que tem atraido
muita atencdo ¢ o oscilador harmoénico quantico. O grande interesse nesse tema deve-se ao fato
de que ele ¢ exatamente soluvel e tem aplicagdes em quase todas as arcas da Fisica. As
vibragoes dos atomos nos solidos e circuitos elétricos, vibragoes elasticas em membranas ¢
vibragdes de moléculas do ar sdo apenas alguns exemplos de sua manifestagdo. Neste artigo,
estudaremos sistemas dessa natureza. Entretanto, nosso objetivo ¢ investigar osciladores
harmonicos que possuam pardmetros com dependéncia temporal. Em geral, tal dependéncia é
associada a massa e / ou freqiiéncia, conforme sera visto mais tarde. Aqui, observamos que
solucdes da equagdo de Schrodinger com Hamiltonianos dependentes explicitamente do tempo
sd0 possiveis apenas para situagdes particulares e, via de regra, sdo dificeis de serem obtidas.

Devido a importancia crucial que o oscilador harménico tem desempenhado na descri¢ao de
fendmenos fisicos em diversas areas da Fisica, ndo podemos deixar de investigar osciladores
harmonicos que contenham pardmetros com dependéncia temporal. De fato, para dependéncias
associadas a freqiiéncia e / ou a massa, este problema representa o prototipo de um modelo que
¢ exatamente soluvel e que guarda conexdes com outras areas da Fisica. Como exemplos,
podemos citar aplicacdes em Optica quantica, com Colegrave e Abdalla[1] aplicando-os para
descrever a intensidade do campo eletromagnético numa cavidade tipo Fabry-Perot e Brown[2]
para analisar o movimento de uma particula numa armadilha de Paul. Em estudos de gravitacao,
Lemos e Natividade[3] e Holstein[4] utilizaram osciladores com dependéncia temporal na
freqiiéncia para estudar universos em expansdo no modelo de de Sitter. Outras aplicagdes
podem ser vistas nas areas de fisica molecular[5] e teoria de campos[6-8].
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Segundo Dekker[9] e Um et al.[10], foi Bateman que, pela primeira vez, fez a descri¢do de
sistemas dependentes do tempo na formulagdo Lagrangiana. Bateman construiu uma
Lagrangiana com dependéncia temporal explicita para um oscilador harmoénico amortecido.
Todavia, sua andlise ocorreu num contexto puramente classico. S6 mais tarde é que a descri¢éo
no contexto da mecanica quéntica para sistemas dissipativos foi investigada num tratamento
fenomenologico sob a hipotese de forgas ndo-conservativas. Isto foi feito independentemente
por Caldirola[11-12] e Kanai[13], que introduziram no estudo de sistemas ndo-conservativos
um Hamiltoniano dependente do tempo para descrever um oscilador harménico amortecido. O
Hamiltoniano em questdo passou a ser conhecido na literatura cientifica como Hamiltoniano de
Caldirola-Kanai. No entanto, esta descri¢do trouxe dificuldades de carater conceitual, como, por
exemplo, a violagdo do principio da incerteza. Porém, trabalhos de Cervero e Villaroel[14],
Greenberg[15] e Abdalla[16], por exemplo, revisaram criticamente a suposta inconsisténcia. Em
seu artigo, Greenberg[17] remove tal dificuldade afirmando que o referido Hamiltoniano em
verdade descreve um oscilador com freqiiéncia angular constante, mas cuja massa cresce
exponencialmente com o tempo. Assim, a introdugdo de uma massa variavel m(t)=myexp(kt), na
qual my e k representam constantes positivas e t ¢ o tempo, remove a violagdo do principio da
incerteza. Esse argumento pode ser compreendido na idealizagdo feita por Ray[18]. Este autor
idealizou um modelo no qual um balde pendurado por um fio de massa desprezivel oscilava
harmonicamente sob uma chuva e a dgua da chuva ao cair dentro do balde aumentava sua
massa. Supondo que o incremento de massa com o tempo variasse com a expressao acima, ele
mostrou que o Hamiltoniano ndo descrevia um sistema com dissipagdo, mas sim um sistema de
massa m(t)=myexp(kt), que se move num potencial exp(kt) V(x).

Ao longo dos anos, varios autores obtiveram solu¢des analiticas e exatas para problemas
envolvendo osciladores harmonicos dependentes do tempo. Dentre estes trabalhos, ¢ de nosso
interesse a abordagem idealizada por H. R. Lewis Jr. ¢ W. B. Riesenfeld[19-21]. Em seus
trabalhos, eles dirigiram sua atengdo para a resolugdo de problemas em mecanica quantica
concernentes a osciladores harménicos dependentes do tempo utilizando uma classe de
operadores invariantes exatos. Segundo eles, até aquele momento, o uso de invariantes
dependentes explicitamente do tempo em aplicagdes em teoria quantica havia recebido pouca
atencdo por parte dos pesquisadores. O método idealizado por estes autores tornou-se um dos
mais tipicos e poderosos para encontrar estados quanticos de sistemas Hamiltonianos
dependentes do tempo[22-29].

O método de invariantes de Lewis e Riesenfeld tem como base uma relacdo entre auto-
estados de um operador invariante e solu¢des da equagdo de Schrodinger correspondente. Este
método tem sido largamente utilizado na literatura para encontrar solugdes exatas da equagdo de
Schrodinger para diversos tipos de osciladores harmdnicos dependentes do tempo[30-33]. Este
método tem uma ligagdo intrinseca com os sistemas de Ermakov, os quais foram objeto de
estudo ha mais de um século[34]. Tais sistemas sdo pares de equacdes diferenciais acopladas e
dependentes do tempo, os quais se relacionam através de constantes de movimento chamadas de
invariantes de Ermakov ou de Lewis-Ermakov.

No presente trabalho, usaremos operadores invariantes lineares a luz do método de
invariantes dindmicos para encontrar solugdes exatas da equagdo de Schrodinger para um
oscilador harménico for¢cado dependente do tempo do tipo Caldirola-Kanai em termos das
solucdes de uma equagdo diferencial de segunda ordem que descreve a amplitude de um
oscilador harménico amortecido ndo-for¢cado. Além disso, construimos solugdes do tipo pacote
de ondas Gaussiano e calculamos as flutuacdes quanticas das coordenadas e momentos, bem
como do produto da incerteza. Também mostramos que as flutuagdes quanticas e a largura do
pacote Gaussiano ndo dependem da forga externa.

2. APLICACAO DO METODO

Nesta secdo, estamos interessados em analisar o problema de um oscilador harmoénico
unidimensional forgado dependente do tempo. Este sistema ¢ descrito por um Hamiltoniano H(?)
dado por
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onde q e p representam, respectivamente, a coordenada e o momento canonicamente
conjugados, satisfazendo a relacdo usual de comutagdo [p,q]= -ih. As funcdes reais dependentes
do tempo M(t) = m exp(rt) e F(t) representam, respectivamente, a massa (positiva) e a forca
externa aplicada ao oscilador e wy, a freqliéncia natural de oscilagdo. Aqui, enfatizamos que F'(z)
¢ uma fungdo real do tempo, requisito necessario para garantir que H(?) seja Hermitiano em
qualquer instante de tempo t, conforme a referéncia[30]. A evolugdo temporal do vetor de
estado ¥(q,t) que representa o sistema descrito pelo Hamiltoniano (1) deve obedecer a equagéo
de Schrodinger

Fit)g. i1

¥
m,‘)—qu. 6 = H{1)T(q, 1), (2)

Seguindo o formalismo de Lewis e Riesenfeld, procuramos um operador Hermitiano nao-trivial
1(t) que satisfaca a equacdo

dl

1 a1,
P

H +— =0. 3)
] At 5)
Se tal invariante existir e se ele ndo contiver operadores com derivadas temporais, a condigéo
acima nos permite construir solu¢des da equagéo de Schrodinger (2) na forma

Uy (g, t) = "y (q,1). (4)

na qual @,(q,t) representa uma autofungdo de /(z) com autovalor independente do tempo A € u;(2)
¢ uma funcdo de fase que pode ser calculada através da relagéo

iy (1)

L i

o A 1L \
= (ehy| (th— — H{1)) [y} . (5]
' i

Assim, seguindo o método do invariante dindmico, vamos assumir a existéncia do nosso
operador invariante linear /(¢) na forma

Tty = aelt)g + Ft)p + ~vit). ()
na qual o, B e v sdo fungdes reais dependentes do tempo a serem determinadas. O fato de

exigirmos que tais fungdes sejam reais ¢ simplesmente para garantir que nosso operador /(?) seja
Hermitiano. De acordo com o método, I(t) deve satisfazer a equagao

I{t) = a(t)g + g+ ﬂ'ﬁl_'r},u + B{t)p +At) =0, (7

onde os pontos sobre as respectivas fungdes indicam suas derivadas com respeito ao tempo. Por
outro lado, usando a equacdo (1), obtemos que

aH  p
dp  me"

.1
ij = E[q. H| =

= %[p H| = % = —me"wig + F(t) (9)

Desse modo, substituindo as equagdes (8) e (9) na equagdo (7), chegaremos as seguintes
equagoes:
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Aa(t) = Bty me™w? (10)
- i
3ty = — 2 (11)
! mert
i) = —J(E (). [12)

Combinando as trés equagdes anteriores, vemos que a solugdo de nosso problema reduz-se as
equagoes:

3(t) + ri(t) + u;[";f.f}ﬂﬁiﬁl =0, (13)

i
i) = / TV (T dT. (14)

Do exposto acima, temos que, uma vez que determinemos a fungdo fS(¢) pela resolucio da
equacao (13), as fungdes a(?) e y(t) poderdo ser obtidas diretamente. A primeira delas, a partir da
equagdo (11) e, a segunda, a partir da equagdo (14). Portanto, conhecendo a expressao para f(?),
o operador invariante linear /() podera ser escrito na forma

I(t) = Blt\p — me™ 3(t)g + ~(1). (15)

o qual ficara completamente determinado se conhecermos a expressao para a for¢a externa F(?).
O passo seguinte em nosso estudo sera encontrarmos os auto-estados de /(?). Estes auto-estados
formam, conforme a teoria de Lewis e Riesenfeld, um conjunto completo continuo cujos
autovalores independentes do tempo A constituem solugdes da equagéo

TE) [eha) = Al i(16)
com a relacdo de ortonormaliza¢do
(e [ehar) = 8( A — A). (17

Substituindo a expressdo do operador invariante, dada pela equagdo (15), na equagdo (16)
teremos a seguinte equagdo de autovalores

el T . 10k
{ thA(t)— — me™ Bt )g + ",[.fj} el = Alea) . (18]
(i}

onde efetuamos a substituicdo p= -ii 0/0g. Desse modo, depois de alguns calculos simples,
encontramos que as solugdes da equagdo (18) sdo da forma

e B(t) a A ".H\_I\_I?} (19)

balg.t) = Chex : .
Pala,t) {”N]{ a0 ¢ T RB

na qual C, representa uma constante de integracdo a ser determinada pela equagdo (17).
Efetuado o calculo, encontramos que

—

—
, [ 1
Co= ‘y‘l 2rhiiey

Com isto, as solugdes da equagdo de autovalores (16) sdo finalmente dadas por

g [ 1 mme3(1) g tHA—71(t) o
oy i, = | X ] )
Paldst) ‘]'.' 2l *P 2hi I Loy 4 L)

(20)
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Para encontrarmos a fungdo de onda, precisamos ainda da expressdo das fungdes de fase.
Desse modo, calculando os elementos de matriz do lado direito da equagdo (5), obtermos que a
expressdo para a fungdo de fase ¢ dada por

i PRy |
- (A —~(7))" !
i = e A L 22
Halss oh Jy mem B2(T) 122)
Portanto, podemos escrever as solugdes da equagdo de Schrodinger (2) como
1 wne™ 3(8) o a(h — (6
Ulg.t) = | ———exp ¢ yi(t) + - L — 23)
Mgt V ki) P T ey T T mE ¢ 1)

onde as fungdes de fase sdo dadas pela equagdo (22).

A seguir, estamos interessados em construir solugdes para a equagdo de Schrodinger (2) do
tipo pacote de ondas Gaussiano. Para tal propdsito, vamos inicialmente separar nossas fungdes
de fase em trés partes, desenvolvendo o binémio no numerador da integral da equagéo (22).
Assim, teremos que

1 ! A2 o (T)A o 4(7)
t)= —— ——d7T - 2 | —————ilT ——dr ;. 24)
patt) 2h {/[] meT [32(7) ,/,, me'™ 'ﬁff’r]f * ,/,, merT 'ﬁff’r]f } =)

Definiremos a seguir algumas fungdes que nos ajudardo a reescrever a nossa equacgao
anterior. As fungdes citadas sdo as seguintes

i) r—fh- (25)
— — . )
S o me™™ 3 T) '
ot i |f"'.'|
o(t) = [ ————dr. 26)
) ,/,, me'™ 32 1) 260)
1 a¥r)
sl = —— | ——=—ir. 27)
Ja(0) 2h [ me 32 7) \=0)
Com estas defini¢des, reescreveremos a equagio (24) como segue
. t) .. a(t) .
Wy (E) = ﬁ# CELCE L)) i faith. (28)
' 2h )

Deste modo, podemos reescrever a fungéo de onda (23) na forma

1 . (g 4+ 3f0A Brnety? . i
IL'-,{rf.lfj=1lllll.'—xt~;1:{x[ ﬂ 2y W J2) + - a4+ fa| p.

Izhd 24 ah 2h3 fiid
(29)
Agora, para construirmos solugdes do tipo pacote de ondas Gaussiano da equagdo (2), vamos
considerar uma fungao peso Gaussiana dada por

— 2
3/ 0 (7

gl A) = ——expl AT, (30)

1

(2]

na qual a é uma constante positiva. Assim, inserindo as equagdes (29) e (30) na solugdo geral da
equacdo de Schrodinger (2), a qual ¢ escrita como

Pig. &) =[ gl AT g, )dA. (31)

)

podemos resolver a integral em dA e, finalmente, escrever a fungio de onda do pacote
Gaussiano como segue

oo 2B e ooy —BlgrBL? .
‘lfl_q'.lf_l = |._‘:|.|(.-'lf..._l'.f_-'_l' 1+ ) e Blg+BJz] ) |:32|
I

na qual definimos as seguintes fungdes:
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Cy(t) e i . (33)
2h4 2h3at( 1+ %_'”L“-,
Chft) = 22 ™ 11, = (34)
'j’f-':g”ll:1+f_"|,+r:'f e ZRhBOY
. 211 [ : 1 210
(ht) = % fi-:; + fa +—ttlll_| h [2 (35)
FRat(l + &) 2 ha
. 1
Bty = = (36)

T TE T
2h2a?(1 4+ r_lll—.'l

Podemos, além disso, calcular a densidade de probabilidade dependente do tempo associada a
esse pacote Gaussiano. Ela é também Gaussiana para um tempo qualquer. Sua expressdo ¢ dada

por
Bfa)?
- .f-.r'p{ M} (37}

VEE (L) T (i)

plg.t) = [U(q,t)* =

com largura dependente do tempo

(h2q2 520 1) 21201
Ilh a? 32 f) (.l+2f|”a)_ (38)

=
oit) .];' 2 it

Também, podemos verificar facilmente que a funcdo de onda (31) é normalizada e a densidade
de probabilidade dependente do tempo € conservada, conforme esperado:

* : 28 . = . .3 2B .
/ Uig.t) ‘Er.fq =[— / e~ 2BETAfET — |f—1E|fT‘_|'-'E =1. (30

i

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Da equag@o (32), vemos que o centro do pacote permanece em g=-f(?) f>(¢), enquanto que a
largura do mesmo atinge um minimo em ¢=0. Também, observamos que (veja a equagio (38))
a largura do pacote Gaussiano ndo depende da forca externa F(?). Na verdade, a forma do pacote
ndo se altera com a forca externa. Isto significa que a forga externa age uniformemente no
pacote de ondas, ou melhor, o pacote Gaussiano tem um centro de massa sobre o qual a forca
F(t) atua de modo que o pacote se desloca sem sofrer distor¢do. A forga externa simplesmente
desloca o pacote de ondas de uma quantidade -f3(2) f3(),

Nosso proximo passo sera calcular as flutuagdes quanticas da coordenada e do momento no
estado ¥(g,7). Devemos primeiramente encontrar os valores esperados de g, p, q° e p>. Depois de
um pouco de algebra, obtemos que[30]

q) = —Bfa (40

A o7 1 P 1%

() = 15 + | j,-'ri,l'z- (41)

{p) = 2hC, [Cy — C18fy) . {42}

! 2-._3-2 12 ] S a f‘f B P

(pty = hC7 94 [0y — T3] +mt=mr (43)
|

Das equagdes acima, podemos agora obter as flutuagdes quénticas, de q e p. Apds alguns
calculos, encontramos que
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U P 21 o

Mg = Vg — e = ﬁ (44)
—— Mz

Ap = \ ‘p?) .J'.J_.'ﬂ =h \l'lu" H+f| (45)

Das equagdes (44) e (45) vemos que as flutuagdes de q e p no estado ¥(g,¢) ndo dependem da
forca externa. Este resultado concorda com aquele obtido na referéncia[35]. Aqui, notamos que,
em termos das flutuagdes em q, a largura o(t) do pacote Gaussiano ¢ dada por o(t)= 2"* Aq.
Também, das equagdes (44) e (45) encontramos que a relagdo de incerteza é dada por
h C
AgAp = —4/1
qaAp = "l, + =5 2 f’
Uma analise direta desta equagdo nos mostra que o produto da incerteza atinge um valor
minimo igual a h/2 para um dado tempo 7 tal que C; (1)=0, ou (veja a equagdo (33))
44i(7)
me™ 3(7) [ha' + 4fF(T)]

(46

aﬁ(rj = (47

Portanto, a equag@o acima nos mostra que, se comegarmos com um pacote de incerteza minima,
Aq Ap = 1/2 para 1=0, entdo a condigdo acima sera obviamente reduzida a df(0)/d=0 (notemos
que, por definigdo, f;(0)=0). Também, notemos que fS(0) esta relacionada a largura inicial do
pacote Gaussiano. Assim, as condig¢des iniciais necessarias para resolver equacao (13) ficam
completamente estabelecidas. Aqui, observamos que a equagdo (13) descreve a amplitude de
um oscilador harménico amortecido classico. Trata-se de uma equagdo diferencial de segunda
ordem, cuja solug@o oscilatoria é dada por

At = 1

L.llll:ﬂulll +(I]| [481

Y T

onde 4 e ® sdo constantes a serem determinadas pelas condigdes iniciais e
a_ 2 Foad £ A0 A
5 =wy — (r*/4). (49)

Aqui, observamos que apenas as solucdes oscilatérias da equagdo (13) serdo consideradas, ou
seja, o caso no qual a expressdo dada pela equacdo (49) seja positiva. Considerando as
condi¢des iniciais, encontramos que

4~ NV 2muio(0) (50)
hally s

sin(®) = —. (51)

“@i

Desse modo, usando a equacéo (49), podemos escrever as equacdes (33) e (36) na forma

O () T 1
)= 00— — —
Y Mtan(Llf + @) 4k

1 o)
N 2 fi (rnin) 2
Aexpl—rt2)sin(Qpt + ©)2 Pt (14 g1 "r' )

Bty = § AZTPET2) G n + @)202a2(1 + a1 (54)
|-'-"w|]‘|I L Bat”

0 que nos permite determinar o produto da incerteza dado pela equagio (46).
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4. CONCLUSAO

Em nossa investigagdo, tratamos do oscilador harmonico for¢cado dependente do tempo de
Caldirola-Kanai. Utilizamos um operador invariante linear a luz do método de invariantes
dindmicos com o proposito de encontrar solugdes exatas para a equagdo de Schrodinger em
termos das solu¢des de uma equacéo diferencial de segunda ordem que descreve a amplitude de
um oscilador harmonico amortecido ndo-forcado. Construimos solugdes na forma de pacotes de
onda Gaussianos e calculamos as flutuagdes quanticas das coordenadas e momentos, bem como
o produto da incerteza. Além disso, mostramos que as flutuagcdes e a largura do pacote
Gaussiano ndo dependem da for¢a externa. Concluimos este trabalho, ressaltando que a
abordagem alternativa aqui utilizada oferece algumas vantagens quando comparada com outros
métodos apresentados na literatura fisica, a saber:

1. Ela nos permite derivar a fungdo de onda diretamente, uma vez que o operador
invariante linear ¢ facilmente diagonalizavel. Também, uma vez que conhegamos as
solucdes classicas do oscilador harmonico amortecido ndo-for¢cado correspondente,
a funcdo de onda fica completamente determinada;

2. Nossa funcdo de onda permite que obtenhamos as solugdes do tipo pacote de ondas
Gaussiano de maneira mais facil de que pelo uso de outros métodos;

3. Nossa abordagem permite uma analise mais clara e direta das propriedades fisicas
do sistema, posto que os estados de pacotes Gaussianos sdo muito comuns € que oS
valores esperados das quantidades fisicas nesses estados sdo, em principio,
facilmente calculaveis.
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