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As nano-estruturas de carbono, conhecidas como nanotubos, sdo estruturas feitas de forma cilindrica que
podem ser visualizadas como uma rede bidimensional de anéis benzénicos (honeycomb) enrolada. Os
parametros estruturais influenciam fortemente as propriedades de transporte dos nanotubos. Neste
trabalho, desenvolvemos uma expressdo matematica para o calculo da condutividade elétrica, calculamos
a densidade de estados e determinamos diversas propriedades termodindmicas de um nanotubo gerado a
partir da rede triangular. Foram obtidas as propriedades termodinamicas tais como energia média, calor
especifico, susceptibilidade magnética, magnetizagdo e condutividade elétrica, utilizando o modelo de
Hubbard com a técnica da equagdo de movimento da fun¢do de Green de tempo real. Os resultados
mostram que o0s nanotubos com quatro sitios no perimetro (m = 4) apresenta uma transi¢io
ferromagnética-paramagnética em T, = 1,02 kg/t com U/t = 8. Este trabalho mostra também que o valor
de U/t critico a partir do qual o nanotubo apresenta magnetizagdo depende do nimero de sitios no
perimetro (m), ou seja, do didmetro do nanotubo, e a partir de m = 50 essa interagao critica se iguala ao
valor de U/t critico da rede triangular que é U/t ~ 5,5. A partir de m = 50 o nanotubo deixa de apresentar
ferromagnetismo ndo saturado e a magnetizagdo ¢ saturada. Existe supercondutividade no nanotubo ¢ na
propria rede triangular até as temperaturas T.s = 0,4 kp/t e T = 0,6 kp/t, respectivamente. A partir dessas
temperaturas os dois sistemas apresentam comportamento metalico.
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The carbon nano-structures, known as nanotubes, are cylindrical structures that can be visualized as a
rolled two-dimensional honeycomb lattice. The structural parameters strongly influence the transport
properties of nanotubes. In this work we develop a mathematical expression for the calculation of the
electric conductivity, and we calculate the density of states and determine several thermodynamic
properties of a nanotube created from a triangular lattice. The thermodynamic properties such as mean
energy, specific heat, magnetic susceptibility, magnetization, and electric conductivity, have been
obtained using the Hubbard model with the technique of the equation of motion of the real time Green
function. The results show that the nanotube with four sites in the perimeter (m = 4) present a
ferromagnetic-paramagnetic transition at T, = 1,02 kp/t with U/t = 8. This work also shows that the initial
critical value of U/t from which nanotube presents magnetization depends on the number of sites of the
perimeter (m), that is, on the nanotube diameter, and from m = 50 on this critical interaction is equal to the
value of the critical U/t of the triangular lattice, that is U/t ~ 5.5. From m = 50 on the nanotube also stops
to present non-saturated ferromagnetism and the magnetization is satured. There is superconductivity in
the nanotube and in the triangular lattice itself up to temperatures T,s = 0.4 kp/t and T, = 0.6 kg/t,
respectively. Above these temperatures the two systems present metallic behavior.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento de nano-estruturas de carbono gerou uma nova area de pesquisa em
sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade com importantes aplicagdes tecnoldgicas[1-4].
Os nanotubos, em particular, sdo estruturas feitas de forma cilindrica que podem ser
visualizadas como uma rede bidimensional de anéis benzénicos (honeycomb) enrolada. O
conhecimento disponivel na literatura indica que os parametros estruturais, didmetro, helicidade,
quiralidade e o nimero de cilindros concéntricos, influenciam fortemente a estrutura de bandas
e conseqlientemente influenciam as propriedades de transporte dos nanotubos. A implicagdo
mais importante disso € que um nanotubo pode ser metal, semimetal ou isolante, dependendo

dos parametros estruturais. A presenca de um campo magnético ¢ outro fator que afeta
fortemente a estrutura de bandas de uma nano-estrutura de carbono[4].
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Visando contribuir para o entendimento dos nanotubos, aplicamos o método da equagdo de
movimento da fun¢do de Green ao modelo de Hubbard para calcular a densidade de estados, as
propriedades termodindmicas magnéticas e a condutividade elétrica de um nanotubo com banda
meio-cheia, construido a partir de uma rede triangular. O motivo da escolha de um nanotubo de
rede triangular, que é um sistema tedrico, ¢ o fato da rede triangular, ao contrario da honeycomb,
ser uma rede de Bravais. Isso facilita a obten¢do da energia de banda eletronica do nanotubo.

O método da equacdo de movimento da fung@o de Green para aplicacdo em sistemas
magnéticos de elétrons itinerantes foi originalmente empregado por Hubbard[5] em 1963,
baseando-se no trabalho de Zubarev[6]. Trata-se de um método seguro que tem sido empregado
regularmente na investigagdo de propriedades termodinidmicas de sistemas magnéticos de
elétrons itinerantes[7-9].

O modelo de Hubbard[5], em sua versdo mais simples, descreve os efeitos de correlagdo dos
elétrons em uma rede cristalina considerando-se uma banda s como hipoteticamente estreita. O
hamiltoniano do modelo (1) consiste de duas partes: o termo que expressa a dindmica eletronica
intersitios (“hopping”), caracterizado pela energia de transferéncia eletronica #;, e o termo de
repulsdo coulombiana intrasitio, representado pela energia U.

U
H= ZZ% Cio jU Ezni,ani,—a’ (D
i,o
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em que C;4, C;,, sS40 os operadores de criagdo e destruigdo, respectivamente; 0 =*1, ou 1 e
1, é o rotulo do spin; 7, € o operador nimero de ocupagdo das particulas com spin ¢ no sitio i
; -t .Dx - e I
e € expresso por ;5 = C;5C;; Ri € 0 vetor posigdo do sitio i, N é o nimero de sitios da rede,

&, ¢ a energia de elétrons correspondente ao estado de Bloch (K,0) e K ¢ o vetor de onda. .

A soma em i e ¢é feita sobre todos os sitios da rede, no entanto neste trabalho consideramos que
os saltos eletronicos entre os sitios que ndo sdo primeiros vizinhos sdo despreziveis. Logo, o
hamiltoniano de Hubbard torna-se
=—tz chacﬂ, +UZn n, (1)
<i,j> o
sendo ¢ a energia de salto eletronico entre primeiros VIZIIlhOS e a soma feita em <i,j> é somente
entre primeiros vizinhos.

Esse trabalho tem na sec@o 2 a descri¢do do método da equagdo de movimento da funcdo de
Green e o calculo das fungdes de Green de interesse. As expressdes para as grandezas
termodinamicas calculadas e os resultados obtidos s3o apresentados na secdo 3. A segdo 4 ¢
reservada para as conclusdes.

2. METODO DA EQUACAO DE MOVIMENTO DA FUNCAO DE GREEN E
CALCULO DAS FUNCOES DE GREEN DE INTERESSE

O método da equagdo de movimento que empregamos no desenvolvimento deste trabalho é
baseado na técnica de fungdes de Green descrita por Hubbard e Zubarev[5,6]. As fungdes de
Green retardada (+) e avangada (-) sdo definidas por

<< A1) B(t) >>H = Fif[£(: =] <[40, B, >, @)

em que i ¢ a unidade imaginaria, [4,B]n = AB + nBA, n= %1, @Xx) é a fun¢do degrau e a média
¢ realizada no ensemble grande candnico. Estas fun¢des de Green satisfazem a equacdo de
movimento

i% <<A(1);B(t') >3 =0(1 —t) A1), B(1)], >+ <{A(1),H];B(t") >¥, 3
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O(x) ¢ a fungdo delta de Dirac.
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Como <<A(t);B(t')>>® sio fungdes de ¢ - ¢" apenas, nos podemos definir as transformadas de

Fourier

<<4;B>>{)= 2L f << A(1); B(0) >>®) o El gy,
n 00

A partir de (3) e (4) pode ser mostrado que

E<<A;B>>E=2i<[A,B],, >+<<[4,H];B>>,,
7l
—iE(t-t")
< B(t >=i i <<A;B >>.. . —<<4;B > ———dE.
e <B()A(r)>=i lim [ [<<4;B >3, A;B >3 ]e'g(E_“) o E
Seja a funcdo de Green[5] de uma particula dada abaixo,

T = ot
Gjj (E) =<<c¢;g;¢ g >>f, (n=+1)

usando a equacdo de movimento (5) temos,

1
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em que OJ; ¢ a fungdo delta de Kronecker, r;(E) :<<”i,—aci03070 >>p. Fazendo a

aproximacao de fase aleatoria[6] (RPA) descrita por Zubarev

<< ni,—acia;c}-a >>p& n g > G;'(;'T(E)a ©))
¢ encontrado
G (k,E) = — 1 : (10)
2N E—-(§ +Un_,)
com <n; 5, >=n, e utilizando-se a seguinte transformacao de Fourier
GJ(E)=N"Y G (k,E)explik (R, R )]. (11)
K
A seguinte fungdo de Green[7] de duas particulas também ¢é de nosso interesse,
Gy (9.1) =X << Py (0, 1);5. (=) >>, (12)
k
com ¢k,a (q,t) = cl:+q,a' (t)ck,a'(t) €
1 1 Lo=1
Sz(qat) A5 Z¢k 1 (q’t) _Z¢ki (qat) __z¢k,a(qat),70 com [f]; = .
2% " kK 2io -l,o=1
Utilizando a equagdo de movimento (3) para (12) obtemos
. d 1
ZhE <<Py o (A,0);5,(—q) >>= _Ea(t)(fk+q,a ~fxo)o t
U
+(& _£k+q) <<¢k,0(qat)§sz(_q) >> +7(fk+q,a _fk,a) X
N (13)

XY <<P _;(Q.0);5.(-0) >>
<

em que utilizamos o hamiltoniano (1) na representa¢do dos momentos
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Aplicando-se a transformacgdo de Fourier

<<y (@W)s.(—0) >>= [ dt <<y ,@1:s.(€) >> (1)

em (13), temos[7]
M (Q,0){1-(U/N)I_,(q, 0}
T 1-(U/NY' T (0,0 5(d, @)

G, (q,w) =— (16)

com Fa(q a)) Z fka _fk+q,a

k kg~ Kk ~hw

A ultima funcdo de Green[10] de nosso interesse ¢ também de duas particulas e é dada por

a(a)) <<Cl oCio By >0 (17)
R, =e> R/c; ' dor d te V da polarizagio, e & d
emque £, =e i Ci.oCig €0 operador da componente a polarizagdo, e é a carga do
i,o
elétron, R” é a V - ésima componente do vetor posi¢do do sitio i ¢ 7 =1. Na verdade estamos
interessados no Jlim Gi']- o (@W—1i0) que sera justificado a posteriori.
NS

+
o Mo T hio
Fazendo uso dos operadores projecao escrevemos (17) como
nig = 1- N g
] — q

Gio(w= Y GF(w. (18)

a,f=+
com G (w) =<<c},nl_yc; o1 o3P, >>, (19)

Construindo a equagdo de movimento (5) para (19) chegamos a (20). Foi usado i =t
(& = &_y) e definido

B = B
#]‘1, <czdn1 UC]Un]— >’

n; Eng =<n;g > {‘2 =U

ng =1-ng,
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Escrevendo uma equagdo de movimento para cada uma das novas fun¢des de Green que
apareceram em (20) e realizando a RPA somente nas fun¢des que surgiram dessas equagdes de
movimento obtemos finalmente, no limite de fortes correlagdes 1 >> A e w, que[10]
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3. DENSIDADE DE ESTADOS, PROPRIEDADES TERMODINAMICAS
MAGNETICAS E DE TRANSPORTE

O nanotubo estudado possui apenas 4 sitios em seu perimetro e foi construido a partir de uma
rede triangular. A figura 1 exemplifica a rede triangular e indica, com um X, os pontos que
foram unidos para construir o nanotubo. O niimero de sitios total do nanotubo é dado por N =
L-m, em que m é o nimero de sitios no perimetro do nanotubo e L o nimero de sitios na dire¢do
perpendicular ao perimetro.

A

Figura 1. As marcas em X indicam as posigoes que foram unidas para formar o nanotubo.

Foram calculadas as densidades de estados do nanotubo e da rede triangular, assim como a
resistividade elétrica. As propriedades termodinamicas energia média, calor especifico,
susceptibilidade magnética e magnetizacdo somente foram calculadas para o nanotubo. O
calculo da densidade de estados foi realizado para o nanotubo com L = 100.000 e para a rede
triangular com N = 71.000.000. As propriedades termodinamicas magnéticas com L = 1.000, e a
resistividade elétrica com L = 30 para o nanotubo ¢ N = /00 para a rede triangular. Todos os
sistemas estudados estdo meio-cheios (n = 1) e m é sempre[4]. O valor de m s6 foi variado na
construcdo de um diagrama de fases magnéticas.

A teoria desenvolvida na se¢do 2 depende de €k que ¢ uma funcdo propria da rede. A rede
de nosso interesse ¢ a triangular cujo &k considerando-se apenas saltos eletronicos entre
primeiros vizinhos[11] ¢ dado por

3 ]

£ (K) = ~t| 2cos(k, ) +4cos£k2x] cos(zky (23)

em que os vetores de onda k pertencem a primeira zona de Brillouin.

Os valores de Kk do nanotubo ¢ o da rede triangular em que colocamos condi¢des de

contorno em uma diregao.



A. Densidade de estados
A densidade de estados ¢ definida[5] como

Po(E) =ilim G (k. E+iDr G7(.E- D)},

Substituindo (10) em (24), temos

P, (E)=N"Y 0E ~(§ +Un_,)].
k
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24

(25)

O grafico da figura 2, construido através de (25), para U/t = 0 mostra que o valor de energia
em que ha um maior numero de estados ¢ distinto entre a rede triangular e seu nanotubo. Ao
contrario da densidade de estado da rede triangular que s6 tem um pico, a densidade de seu
nanotubo tem mais de um pico, no entanto, as energias dos estados mais e menos energéticos do

nanotubo e da rede triangular sdo as mesmas.
O nanotubo nao tem simetria particula-buraco a exemplo da propria rede triangular.

0,77 ‘
o Uit=0
Al I Nanotubo =
05 Tranguar e P

0,7

L L

L

0,64

0,5

Nanotubo - Uit =8

Figura 2. Densidade de estados p para o nanotubo de rede triangular com m = 4 e uma rede triangular,
ambos com T = 0,008 kp/t e E=¢g +Un_g .

Ao aumentarmos o valor de U/t para 8 no nanotubo de rede triangular, percebemos uma
separacdo entre as sub-bandas up e down, logo, o sistema tende a favorecer um spin,

conseqlientemente ocorre magnetizagao espontanea.

A forma das duas sub-bandas da densidade de estados ¢ a mesma de quando ndo ocorre
magnetizagdo espontanea. A explicagdo estd na aproximacdo realizada para a obtengdo da
fungdo de Green (7) que gera energias do tipo Ex s = & + Un_ e assim quando U ¢ diferente de
zero ha apenas uma translacdo de Un, em & que é quem da a forma da banda. Como a
diferencga entre as energias minimas das duas sub-bandas ¢ igual a U, isso implica que n; =1 ¢
entdo ng = 0. Conseqilientemente em T = 0,008 kp/t 0 nanotubo de rede triangular com U/t = 8

apresenta ferromagnetismo saturado.
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<E>/t

kTt

Figura 3. Energia média <E> em fun¢do da temperatura para um nanotubo com m = 4.

B. Energia média
A energia média[11] é dada por
<E >:§le‘%l+ > {67 k.E+iD- ¢7(k,E- O} (B &)f(E)E. o)
K,0 -

em que f(x) éafungdo de Fermi.
Substituindo (10) em (26), obtemos

|
<SE>=—>% (B o &) (Ex o). @7)
N5

com E, , =& +Un_,.

E de se esperar que a energia aumente com o acréscimo de U ja que U é positivo no
hamiltoniano (1) e isso é verificado no grafico da figura 3 que foi construido implementando
27).

A energia do nanotubo apresenta uma mudancga brusca da concavidade com U/t =8 em T =
1,02 kp/t 0 que indica uma descontinuidade em sua derivada. Como a derivada da energia é o
calor especifico, entdo nessa temperatura ha uma mudanca de fase no sistema com U/t = 8.

As energias do nanotubo para U/t = 1 e 6 tém comportamentos semelhantes que ficam
evidentes no grafico da figura 4, em que os calores especificos do nanotubo com U/t =1 ¢ 6
estdo sobrepostos.

C. Calor especifico

O calor especifico em campo magnético externo nulo € obtido através de
_0<E>
oT
Na figura 4 vemos que com U/t = 8 e T, = 1,02 kg/t 0 nanotubo de rede triangular apresenta
divergéncia no calor especifico, indicando que ha transicdo de fase no nanotubo, como previsto
na se¢do B (anterior).

c (28)

D. Susceptibilidade magnética

A susceptibilidade[7] longitudinal é dada pela seguinte expressado

1 I U
Xz(@0) =<5, @ 035.(-0) >={G1 (@) G @} e
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1,00

0,75+

k. T/t

Figura 4. Calor especifico c em fun¢do da temperatura para um nanotubo com m = 4.

Aplicando (15) em (29) e depois substituindo (16) temos
_1T,(Q.0+T, (9,0~ 2U/N), (9, o, (9, @

X=(0,w) (30)
4 I=U/N)’T, Q.0 (4, @)
Finalmente a susceptibilidade longitudinal estatica e uniforme[7] é dada por
I 0,00+ (0,0)—2(U/N)I (0,00, (0,0
50,0 = QT QO-2UNT, QOF, 00
4 1=(U/N)"T, (0,0 (0,0)
af(Ek,a)

em que [_(0,0)= Z
k

= IBZe’B(Ek’”_u)f(Ek 0)2 , f(x) é a fun¢do de Fermi e
0E, o k ’
Eis=& tUn_;.

A divergéncia na susceptibilidade do nanotubo de rede triangular na mesma temperatura
critica do calor especifico com U/t = 8, conforme mostra o grafico da figura 5 revela que a
transicdo de fase sofrida pelo sistema € de carater magnético.

Apods a transi¢do, a susceptibilidade decresce com o aumento da temperatura que é um
comportamento de paramagnetos. Logo, a divergéncia da susceptibilidade indica uma transigéo
ferromagnética-paramagnética.

Em U/t = 1 e U/t = 6 0 nanotubo de rede triangular apresenta um maximo na susceptibilidade
que indica uma mudanga de correlagdo do sistema em aproximadamente 1 kg/t. Esses maximos
também existem nas respectivas curvas do calor especifico da figura 4.

E. Magnetizacéo

A magnetizagdo ¢ calculada simplesmente por
M=|n =n|=|f(E,) -/ (&, ). 62
em que f(x) ¢afungdo de Fermie Ey , =& +Un_.

Construindo os graficos a partir de (32) para um nanotubo de rede triangular com U/t=1,6¢
8 encontramos que com U/t = 1 e 6 o sistema ¢ paramagnético em qualquer temperatura. No
entanto, com U/t = 8 ha magnetizagdo até¢ T, = 1,02 kp/t conforme mostra a figura 6. Estes
resultados estdo de acordo com o que foi discutido nas se¢des A e D.
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T

K, TH

Figura 5. Susceptibilidade x em fungdo da temperatura para um nanotubo com m = 4.

Montando um grafico da magnetizacdo em funcdo de U/t conseguimos saber a interacao
critica U/t a partir do qual o sistema apresenta magnetizagdo. Construindo esses graficos para
nanotubos com diferentes valores de m, ou seja, diferentes diametros, montamos o diagrama de
fases magnéticas exposto na figura 7.

O valor de U/t obtido na figura 7 para m = 100 é o de uma rede triangular com 10.000 sitios,
j& que todos os nanotubos utilizados na construcdo do diagrama de fases tém 100 sitios na
direcdo perpendicular ao seu perimetro. A partir disto percebemos que o valor de U/t que satura
o nanotubo converge muito rapido para o valor da rede triangular. Com um perimetro de 10
sitios ja ¢ praticamente atingido o valor de U/t que satura a rede triangular.

Ao contrario da rede triangular o nanotubo apresenta uma faixa de ferromagnetismo ndo
saturado. O valor de U/t critico a partir do qual o nanotubo apresenta magnetizacéo oscila em
torno do valor de interagdo critica da rede triangular e praticamente se igualam em m = 50.

F. Resistividade elétrica

A condutividade elétrica[10] ¢ dada por
ie .. ' .
O (W) = g Jim, 22 Ri,Gl o (w=id). (33)
Uij o

em que [ ¢ a unidade imagindria, e ¢ a carga do elétron e R,/ ¢ a u-ésima componente da
diferenga do vetor posicdo do sitio i e do sitio j.

Aplicando a transformada de Fourier (11) em (33) e depois substituindo (21) obtemos a
seguinte formula para a condutividade elétrica longitudinal

1,0 L L L L

U/t=8

0,64 L

0,4 H

0,24 L

k,TH

Figura 6. Magnetizagdo M em fungdo da temperatura para um nanotubo com m = 4.
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7 1 1 1 1
T=0,008 k,/t

20 40 60 80 100

Figura 7. Diagrama de fases magnéticas. P — paramagnetismo, FNS — ferromagnetismo ndo saturado e
F'S - ferromagnetismo saturado.

Llwdg| 18 . 12
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fis (34

Calculando a parte real de (34) e fazendo w = 0, chegamos a seguinte expressdo para a
condutividade elétrica real e estatica[10]

& (05 ) o . 9
o, = [RCO'W (w)]mzo = _?k ﬁ Tz,a afk,a +Tll<,(7 afkl,a 35)
v v

A resistividade elétrica calculada neste trabalho ¢ dada por

w

A figura 8 mostra que a resistividade elétrica do nanotubo de rede triangular € nula até atingir
uma temperatura critica T.s = 0,4 kgp/t, que significa que o nanotubo é supercondutor até essa
temperatura. A medida que T aumenta a resistividade é basicamente crescente, ou seja, o
nanotubo passa a ter um comportamento metalico.

A rede triangular também apresenta supercondutividade com T, = 0,6 kg/t. Logo, um efeito
no nanotubo é resistir a supercondutividade em relagdo a rede triangular. A medida que T
aumenta o comportamento da resistividade da rede triangular se assemelha muito ao de seu
nanotubo e a rede triangular também apresenta comportamento metalico.

0’012 1 1 1 1
U/t=8 —— Nanotubo

00101 A e Triangular |

0,008+

0,006 1
=

R V/e?

0,004+

0,002+

0,000
0

KT/t

Figura 8. Resistividade R,, em fun¢do da temperatura para um nanotubo com m = 4 e uma rede
triangular.
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4. CONCLUSOES

Este trabalho mostrou que o nanotubo construido a partir de uma rede triangular com quatro
sitios no perimetro mantém a ndo simetria particula-buraco da rede que o originou e apresenta
um ponto de Currie em T, = 1,02 kg/t com U/t = 8.

O valor de Ut critico a partir do qual o nanotubo estudado apresenta magnetizagdo ¢
fortemente influenciado pelo nimero de sitios em seu perimetro, ou seja, pelo seu didmetro. A
medida que aumentamos o nimero de sitios no perimetro do nanotubo seu U./t oscila em torno
da interag@o critica da rede triangular, e quando m = 50 o nanotubo comporta-se como a propria
rede quanto ao valor de U/t em T = 0,008 kp/t.

Os nanotubos com até 50 sitios em seu perimetro, apresentam em sua maioria absoluta uma
faixa de ferromagnetismo ndo saturado, inexistente na rede triangular, e/ou U/t de saturacdo da
magnetizagdo maior que o da rede triangular. Logo, em média, os nanotubos resistem a
saturagdo da magnetizacdo em relagdo a rede triangular em T = 0,008 kg/t.

Os graficos da resistividade elétrica indicaram a existéncia de supercondutividade no
nanotubo de rede triangular e na propria rede triangular, sendo a temperatura critica a partir do
qual ha resistividade T.s = 0,4 kp/t e T.s = 0,6 kp/t, respectivamente. Portanto, o nanotubo de
rede triangular com U/t = 8 resiste a supercondutividade em relagdo a rede a partir da qual ele
foi construido. A partir dessas temperaturas os dois sistemas apresentam comportamento
metalico.
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