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Quando a amostra é pequena (n<30) e se supde ppukacao ndo € normalmente distribuida, nem a
distribuicdo normal de probabilidade nem a distcéa t de Student podem ser usadas na construcao de
um intervalo de confianca. Neste caso, utiliza-slesigualdade de Chebyshev. Na analise estatdsica
sobrevida, a variavel tempo ndo é normalmenteildistta. Assim, o objetivo do presente trabalho foi
utilizar a desigualdade de Chebyshev via métoddshap para estimar intervalo de confianga para
andlise de tempo de sobrevida. Para tanto, comsteuum programa computacional na linguagem C++
com a finalidade de formar a distribuicdo bootsteapalcular a média dos tempos de sobrevida. Os
resultados mostraram que, a desigualdade de Chmbysindo usada juntamente com o método
bootstrap constituiu-se numa excelente ferramestatistica para estimar intervalo de tempo de
sobrevida.

Palavras-chave: média aritmética; erro padraotissta computacional

When the sample is small (n <30) and assumed ligapopulation is not normally distributed, not the
normal distribution or the Student t-distributioancbe used in the construction of a confidencevate

In this case, we use the Chebyshev inequalityistatl analysis of survival, the time variablenst
normally distributed. The objective of this studaswvto use the Chebyshev inequality in the bootstrap
method to estimate confidence intervals for analydi survival time. To this end, we constructed a
computer program in C ++ in order to form the btrats distribution and calculate the average sutviva
times. The results showed that the Chebyshev itigguehen used in conjunction with the bootstrap
method consisted in an excellent statistical tookstimating the range of survival time.
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1. INTRODUCAO

Geralmente, os métodos de estimacao por interdalbaseados no pressuposto de que possa
ser usada a distribuicdo normal de probabilidade.pfessuposicdo € garantida sempre que
n=30,por causa do teorema do limite central, ou n<3@dsea populacdo normalmente

distribuida e o desvio padréo da populaggac6nhecido [1]. Muito embora a média da amostra
seja util como um estimador ndo tendencioso da anédipopulacdo, ndo existe maneira de
expressar o grau de acuracia de um estimador puo.ppe fato, matematicamente falando, a
probabilidade de que a média da amostra seja egatangorreta como um estimador é P = 0
[1]. Um intervalo de confianca para a média € utariralo estimado, construido em relagéo a
média da amostra, pelo qual pode ser especificadababilidade do intervalo incluir o valor da
média da populagdo. O grau de confianca associaaiourn intervalo de confianga indica a
percentagem de tais intervalos incluirem o paréngte se esta estimando [1].

Os intervalos de confianca para a média sao tipotenconstruidos com o estimador néo
tendencioso X no centro do intervalo. Os intervalos de confiamgais frequentemente
utilizados s&o os de 90%, 95% e 99% [1].

Se uma populacdo é normalmente distribuida, aliigtéo de amostragem da média, para
gualgquer tamanho da amostra, sera também normardesttibuida, isto €, verdadeiro que o
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seja conhecido, quer ndo [1]. 8& desconhecido, a expressa inclui no denominador

SX
uma variavel diferente para cada média da amd3trasultado é que a inclusédo da varigsel
em lugar da constanigx no denominador gera valores convertidos que n@icssguem como

valores de Z. Em lugar disso, os valores séo digttos de acordo com as distribuicdes t de
Student, as quais sao platicurticas (achatadasprsparadas coma distribuicdo normal [1].

A distribuicdo t & apropriada para inferéncias solr média, sempre quanao for
desconhecido e a populagdo normalmente distribgigdquer que seja o tamanho da amostra.
Contudo, a medida que aumenta o tamanho da amastigtribuicdo t aproxima-se da forma da
distribuicdo normal.

Quando a amostra é pequena (n<30) e se supde qopuwacdo nao é normalmente
distribuida, nem a distribuicdo normal de probdhilie, nem a distribuicdo t de Student podem
ser usadas na construcdo de um intervalo de cgafiaNeste caso, um teorema geral
desenvolvido pelo matematico russo Chebyshev é@iastitil. Este teorema é conhecido na
estatistica como desigualdade de Chebyshev. Neaderda desigualdade de Chebyshev, é
raramente usada na construcdo de intervalo deacwafipara a média, mas é o Unico método
apropriado, quando existe uma populagédo decididem®o normal e uma amostra pequena
(n<30) [1].

O tempo de sobrevida ndo € uma variavel que postibuicdo de probabilidade normal.
Assim, existem muitas dificuldades para constrdacguadamente intervalos de confianca para
tempo de sobrevida. Na analise estatistica de wWdareo mais importante ndo é saber a
ocorréncia de um evento de forma pontual, mas odestecho dentro de um intervalo de
tempo. Assim, a construcao de intervalo de condigrgra tempo de sobrevida, constitui um
procedimento estatistico importante nas tomadaededes.

O termobootstrapsurgiu da fraséo pull oneself up one's bootstragtirada deAdventures of
Baron Munchauseby Rodolph Erich Raspe, XVII centuryhe Baron had fallen to the bottom
of a deep lake. Just when it looked like all wast,Ibe thought of picking himself up by his own
bootstrapg[2]. Esse texto relata uma situa¢cdo em que o BilidEtchausen estd afundando em
um lago e vendo que tudo estava perdido, pensa&anseguird emergir puxando os cadarcos
dos préprios sapatos. O sentido estatistico dootegnpassar a ideia de que, em situacdes
dificeis, devem-se tentar as mais variadas solugdssiveis a partir dos dados originais. Em
estatistica, situacdes dificeis podem ser vistasocos problemas de solu¢des analiticas
complexas. As variadas solucdes possiveis sertdizng¢ho de uma metodologia com grande
quantidade de calculos, objetivando extrapolaessltados a partir de um pequeno conjunto de
dados. Com o uso sistematizado de ferramentas ¢aoipoais, a solu¢cdo para esses casos, é
obtida substituindo-se a resolucéo analitica peldep de processamento dos computadores
através do método de reamostragem bootstrap.

O método bootstrap, quando aplicado na reamostradmsndados originais obtidos da
amostra, fornece uma média aritmética resistentfudsacoes causadas pelos efeitos dos
valores andmalos. Neste caso, a reamostragem igaddil para diminuir a assimetria,
acomodando os valores de tal maneira, que a déwgpem torno da média aritmética passa a
ser a menor possivel [2]. Portanto, o objetivo desente estudo foi mostrar o uso da
desigualdade de Chebyshev via método bootstrapegtimar intervalo de confianca na analise
estatistica de sobrevida.

2. MATERIAIS E METODOS
2.1.0 teorema de Chebyshev

Segundo Kazmier [1], o teorema de Chebyshev é @mmda seguinte maneira: a propor¢ao
de medidas em um conjunto de dados que se sittdnk desvios padrdes da média ndo é

menor do qua—i2 , ondek =1.
k
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Aplicando-se a distribuicdo de amostragem de undiané probabilidade de que a média da
amostra esteja dentro de k unidades de erro paldraoédia da populacdo, é calculado pela
Equacéo 1 [1].

P(X-p/< kcx)zl—% (1)

A Equacdo 1 é geralmente referida como a desigdelda Chebyshev. Essa equacdo é
baseada na hipotese de gsig € conhecido. S& € desconhecido, entdo, pode-se saem

seu lugar, mas com alguns riscos por causa daflatude seu valor em amostras pequenas [1].

Ao usar a desigualdade de Chebyshev na estimagdatpovalo, iguala—sa—iz,ao grau de
k

confianga desejado, resolve-se para k, construsedentdo, o intervalo, utilizando a Equagéo 2
ou a Equacao 3 [1], conforme o caso.

X
I+

kox (2

X
I+

kSx (3

O procedimento estatistico utilizado para usarsigdaldade de Chebyshev foi o seguinte:
escolheu-se a probabilidade desejada, ou sejaj-§i@oantecipadamente a probabilidade de

X estar no intervalo. Segundo Downing e Clark [3jpum fixar em 95% essa probabilidade.
Assim, calculou-se entéo, a amplitude do interyadoa que houvesse 95% de chance dele

conter o verdadeiro valor dX . No caso da desigualdade de Chebyshev para o aével
confianca de 95%, o valor de k foi de 4,47 [1].

2.2.0 método bootstrap

O método bootstrap foi introduzido por Efron [4]d=sde entdo, tem sido profundamente
estudado, ndo apenas em estudos teéricos, com@raraem varias aplicacdes. Todavia, a
necessidade de manipulacdo de um nUmero geralmgr@iede de amostras, a sua
operacionalidade somente tornou-se viavel com o erdv e popularizacdo dos
microcomputadores. O método consiste num procedamestatistico computacionalmente
intensivo que permite a avaliacdo de diversas istitats, com base nos dados obtidos da
amostra. Sendo assim, ele tem como base a idgjaede pesquisador pode tratar a sua amostra
como se fosse a populacdo que deu origem aos @adliiizar amostragem com reposi¢cao de
sua amostra experimental para gerar pseudo-amesé&rgartir destas estimar caracteristicas de
interesse de certas estatisticas [4]. Neste cadaferéncia estatistica bootstrap tem a finalidade
de produzir afirmacfes sobre uma dada caracteridéicpopulacdo de interesse, a partir de
informacdes colhidas da amostra.

Varios esquemas diferentes de bootstrap tém siojmoptos e muitos deles apresentam bom
desempenho em uma ampla variedade de situacGesmeEstdo pode ser implementado tanto
na estatistica ndo-paramétrica quanto na paramétiépendendo apenas do conhecimento do
problema [4]. No caso ndo-paramétrico, reamostrassdados com reposi¢cdo, de acordo com
uma distribuicdo empirica estimada, tendo em \jgg no geral, ndo se conhece a distribuicédo
subjacente aos dados. No caso paramétrico, quangansinformacao suficiente sobre a forma
da distribuicdo dos dados, a amostra bootstrap rénafita realizando-se a amostragem
diretamente nessa distribuicdo com os parametresodbecidos substituidos por estimativas
paramétricas [4].

O processo de reamostragem consiste em gerar as@spartir da amostra original, cujos
dados aleatoriamente retirados (com reposi¢céo)usBpados na formacéo de cada amostra
bootstrap. Dessa forma, todo resultado dependeadiente da amostra original. A distribuicéo
da estatistica de interesse aplicada aos valosse dipo de amostragem, condicional aos dados



C. M. Silva et al., Scientia Plena 8, 047501 (2012) 4

observados, € definida como a distribuicdo bogisiessa estatistica [2]. Operacionalmente, o
procedimento bootstrap consiste na reamostragemed#no tamanho e com reposicdo dos
dados da amostra original, e calculo da estatidédateresse para cada reamostra, denominada
de pseudovalores [4].

Efron e Tibshirani [2] apresentaram as ideiasdadssubjacentes ao método de bootstrap, no
ambito da inferéncia classica da estatistica, cemosegue. Conx =(x1, X5, -+, Xp)
amostra aleatéria obtida a partir de uma populagaofuncédo de distribuicdo desconhecida, F,

O
seja, O(xl, Xo, = ,xn), um estimador do paramet@(F) que, como se indica, depende

0
naturalmente de F. Sefa a funcao de distribuicdo empirica associada a tamobtida, tal que

a cada valor observade;, onde (i = 1, 2,--, 1}, atribui massa probabill'sticé. Entéo, o
n

0
valor deF é calculado pela Equacéo 4 [2].

DL — @

Onde:
O
F(n)(X) - 0 estimador ndo-paramétrico de maxima verodsamga de F;

I(x j=x) - fungéo indicadora.

Uma amostra bootstrap € uma amoﬁ%(x?, xg, XE) obtida de forma aleatéria e
com reposicdo a partir da amostra originak (X, X,, -+, Xp), também designada

populacéo bootstrap. A notagdo com asterisco irmiie:axD ndo é um novo conjunto de dados
reais X, mas sim uma versao randomizada, ou reeadastie x. A amostra bootstrap consiste

dos correspondentes membros de X, ond@.:xil, X g:xiz, ey X E:xin. O conjunto

(xilu, xiZD, cee xinD) representa a i-ésima amostra de tamanho n consi¢épodos dados

originais do conjunt& =(Xq, X,, -+, Xp) [4].
No método bootstrap, a média amostral calculadaepordinada porii. A cada
procedimento de reamostragem do conjunto origirex,, X5, -+, X,), correspondem

estimadores, dados po_rl, Qz, ..., Xp. Neste caso, o estimador bootstrap da meédia da
populacdo é a média aritméticE,B, dos n estimadore&i. Sendo este, um método de
reamostragem com reposicao, pode-se ter, por ergempl
X ?:x7, X g:xlo , X D3:x o, X %: X . Portanto, o conjunto de dados reamostrados €

constituido de elementos do conjunto dos dadogaigx = (X1, X2, -, Xp), onde alguns

ndo aparecem nenhuma vez, outros aparecem umauwieas aparecem duas vezes etc. Da
0
distribuicdoF ) (x) obtém-se B amostras bootstrap de mesmo tamartome, apresentada na

sequéncia abaixo [4]:
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o 0
X 1= [Xll- X12a Xan

o[, O 0 0
Xz-[X21v X22: s in]

_ 0 0 0
XB_[XBL XB2, s XBnJ

Neste caso, o estimador do desvio padrao da p&mécalculado pela Equacgéo 5.

S5 =\ (xiXp)? ©)
SB 1% i~XB
_ 0O
Especificamentex;, pode ser substituido pelo estima@r para cada procedimento de
_ O
reamostragem. A médiag pode também ser substituida g, que € a média aritmética dos
o O 0
n estimadores bootstrap. A diferen@ag—0©; € o estimador do enviesamento @e Deste

O
modo, o estimador do erro padrao@e calculado pela Equacao 6. O erro padréo bootkirap

calculado pela Equacgédo 7. O intervalo de confiastamado pela desigualdade de Chebyshev
via método bootstrap foi calculada pela Equacao 8.

C 13 (g -0 6
Sz = 5121( 8)° (6)
O
0 0 0 B .
Onde: O ;= iﬁeOBzz S
i= N i1 B
_Ss
S8~ "

Onde: n é o tamanho da amostra original.

@)BikS@)B:@)Bik% (8)

A grande vantagem do método “bootstrap’que ele pode ser aplicado a, praticamente,

qualquer estatistic® , ndo se limitando apenas a mé@a X . Isto é muito importante, uma
vez que para algumas estatisticas ou ndo existenulfis analiticas ou, quando existem, sdo
dificeis e aproximadas para a estimativa dos sespectivos erros padrbes. A reamostragem
bootstrap tenta realizar o que seria desejaveizagaha pratica: repetir os procedimentos
experimentais.

2.3.0 algoritmo bootstrap
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A técnica de reamostragem bootstrap passa pelgitaigode Monte Carlo, onde, um
dispositivo gerador de nimeros aleatorios selecidnteirosiq, i,, -+, i, cada um dos

S 1 .
quais é igual a algum valor entre 1 e n com prdioiaoie — . A amostra formada consiste dos
n

correspondentes elementos do conjunto origimat (x,, X,, ---, Xp)[4]. Na pratica,

constroi-se a distribuicdo bootstrap de F por Mdadéelo com um namero de repeticdes, B,
suficientemente grande. Um indicador do tamanhayzatio de B, independente do custo
computacional, é a qualidade da convergéncia dmasta do parametro para a estimativa

0
natural do parametrd@g(B - ») - O(F), sendo a construgdo do algoritmo geralmente

simples [2]. Sua convergéncia esta garantida pela dos Grandes Numeros, pois,
O

(x ?, X5, =, X E) nada mais sdo do que uma amostra de varidvetsridesandependentes e
0
identicamente distribuidas com distribuicdo cormtial de ©z. Assim, quando B tende a

0
infinito, a média amostrab g aproxima-se ded [2]. O seguinte algoritmo foi construido pelo

método de Monte Carlo para determinar o tempo meaelisobrevida.

(1) Da amostra experimental, sorteou-se, utilizando gerador de nameros aleatorios com
. 1 ..
probabilidade—, os n valores com reposi¢cao para formar as ansobtatstrap de mesmo
n

tamanho da original.
(2) Computou-se a média aritmética em cada procedaomEreamostragem.

(3) Repetiu-se o pass@)(um numero B de vezes obtendo, dessa maneira,ldesada
estatistica em questao.

O
(4) Obtiveram-se as B médias para formar a distrimkg

0 0
(5) Determinou-se o estimad@ g da distribuiGaoF .

0
O valor de©gfoi utilizado como o valor do tempo médio de soitavO procedimento de

simulacdo foi realizado utilizando um programa des&/ido na linguagem C++, com o
gerador de nameros aleatérios renu (Vieira) [Skigura 1 ilustra a operacdo do programa para
construir a distribuicdo bootstrap pelo algoritm® Monte Carlo. No presente trabalho, as
iteracdes bootstrap foram realizadas de acordocctamanho e a variacdo nos resultados.
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Anostra originel .| Sorteio aleatori .|  Anpstra bootstrap
"l com reposicao i
O
» X, » Determinae, (x) »
Q
S
o
>
O .0 2 .0
» X, » Deterninao,(x) M 5 » Determina®,
k=
S
D]
O
O . g
» Xg > Determnar@B(x) >

Figura 1: llustragdo esquematica do algoritmo derioCarlo para construir a distribuigdo bootstrap.

3.RESULTADOS E DISCUSSAO

Para testar o programa computacional desenvolviilzavam-se dados de tempo de
sobrevida de 21 pacientes com Aids, obtidos dagupsss desenvolvidas por Carvalho et al.
[6]. Esses dados encontram-se apresentados naaTabébservando a Tabela 1 pode-se
verificar grande variabilidade nos valores do terdpsobrevida. Na Tabela 2 encontram-se os
valores da média aritmética e o intervalo de coghados dados apresentados na Tabela 1. Os
resultados apresentados na Tabela 2 mostram elgradode dispersdo em torno da média
aritmética. A Figura 2 mostra o histograma da ithigicdo dos valores dos tempos de sobrevida
apresentados na Tabela 1. Observa-se que a digiobem questdo é bastante achatada. Esta
distribuicdo € do tipo platicartica. Numa distrib@d deste tipo, os dados obtidos da amostra
encontram-se bastante espalhados, dificultandmassiescolha adequada de uma medida de
tendéncia central que represente corretamente jantorde dados. Como pode ser observado
na Tabela 2, o intervalo de confianca foi bastamt@lo, sugerindo elevado grau de disperséao
nos valores do tempo de sobrevida. De acordo coamghr [7], o desvio padrdo é um fator
importante que influéncia a amplitude do intervdé confianga. Assim, quanto maior for o
desvio padrdo, maior seré a amplitude do interzamo ilustra a Figura 2.
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Tabela 1: Tempo de sobrevida (em dias) de 21 pesarom Aid§l].

Paciente Tempo
1 60
2 82
3 25
4 54
5 80
6 37
7 18
8 29
9 50
10 83
11 80
12 81
13 35
14 52
15 21
16 40
17 22
18 85
19 39
20 16

21 21
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Tabela 2: Média aritmética e mediana dos temposateevida (dias).

Estatistica Tempo
Média aritmética + desvio padrédo 48,1 +25,0
Intervalo da média aritmética [23,7; 72,5]*

*Com nivel de confianca de 95% para a desigualdadeéhebyshev.

I

N

Numero de observacdes
w

1 ,/ \

/ N
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Tempo de sobrevida (dia)

Figura 2: Histograma da distribuicdo dos tempossdérevida.

O método bootstrap quando aplicado num conjuntaatbs deduz significativamente a
dispersdo. A Figura 3 mostra a representacdo gréfcdistribuicdo bootstrap dos valores do
tempo de sobrevida para 10.000 iteracdes. Obsergaesa distribuicdo bootstrap da Figura 3 €
bastante fechada. Este tipo de distribuicdo é ctiarda leptocurtica. Neste tipo de distribuicao
os valores encontram-se concentrados proximos kiwocda curva. Sendo assim, € possivel
escolher adequadamente uma medida de tendénciealcque represente corretamente o
conjunto de dados. Na Tabela 3 encontram-se apaglesnos valores da média aritmética e do
intervalo de confianca para o tempo de sobrevidalisalos pelo método bootstrap.
Comparando os valores das Tabelas 2 e 3 verificgeee 0 método bootstrap reduziu
significativamente o intervalo de confianca da raéitmética. Segundo Downing e Clark [3],
um intervalo de confianca pequeno € melhor porgumibe fazer uma estimativa mais precisa
do verdadeiro valor d& . Isto pode ser observado também quando se coropayaificos das
Figuras 2 e 3. Por outro lado, ndo houve diferesigaificativa entre os valores das médias
aritméticas nas Tabelas 2 e 3. Isto significa quaplicacdo do método bootstrap na amostra
original, ndo alterou os valores da média aritmaétRortanto, a média aritmética gerada pelo
método bootstrap pode ser considerada medida dérteia central robusta, pois, segundo,
Efron [4], os estimadores bootstrap séo robustoes gpamostra original. Observa-se na Tabela 3
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gue o desvio padréo foi bastante reduzido como pedeonstatado na Figura 3, pois, ao aplicar
0 método bootstrap o intervalo de confianca foiudatb na medida em que aumentou o
namero de pseudo-amostras.

4500
4000
3500 //\\

NUamero de pseudo-amostra

1000 /
/ \

N/ N

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Tempo de sobrevida (dia)

Figura 3: Histograma da distribuicdo bootstrap desnpos de sobrevida.

Tabela 3: Média aritmética e mediana bootstrap thwspos de sobrevida (dias).

Estatistica Tempo
Média aritmética + desvio padrédo 477 +4,3
Intervalo da média aritmética [43,5; 52,0]*

*Com nivel de confianca de 95% para a desigualdadehebyshev.

4. CONCLUSAO

A desigualdade de Chebyshev quando usada com odonédiootstrap constituiu um
procedimento estatistico preciso na estimativantégvalo de confianca em analise de tempo de
sobrevida.
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