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Neste trabalho apresentaremos algumas variações do modelo compartimental SIRC proposto em [1] como 
uma alternativa interessante para a modelagem da evolução dinâmica da influenza. A primeira das principais 

contribuições está na escolha de uma dinâmica fracionária distinta para cada um dos compartimentos (S, I, R 

e C), respectivamente. Para tal modelo chamaremos de modelo SIRC fracionário. Tal dinâmica fracionária é 

bem conhecida por reproduzir efeitos de memória. Desta forma, estamos considerando efeito de memória 

(com distintos efeitos, haja vista que cada um dos componentes serão considerados com uma dinâmica 

fracionária distinta) no modelo SIRC. Provamos que o modelo SIRC fracionário é bem posto no sentido de 

Hadamard, i.e., possui uma única solução que depende continuamente do dados iniciais e dos parâmetros. A 
segunda das contribuições deste trabalho está em mostrar numericamente que, a partir de uma escolha 

adequada dos parâmetros no modelo SIRC fracionário proposto, a dinâmica reproduz de maneira mais 

condizente os dados reais de Influenza, coletados no estado do Rio Grande do Sul no ano de 2010 retirados 

do DATASUS. Conseguimos garantir que existe uma aproximação aos dados reais quando utilizamos 

derivadas de ordem fracionária segundo Caputo e mais, mostramos que a escolha de estudar o PVI fracionário 

com ordens fracionárias diferentes é a modelagem mais realista, pois quando consideramos ordens diferentes, 

a aproximação da curva 𝐼(𝑡) com os dados reais fica melhor.  
Palavras-chave: Cálculo Fracionário, Modelo Compartimental SIRC, Memória Imunológica 

 

In this paper we present some variations of the SIRC compartment model proposed in [1] as an interesting 

alternative for the modeling of the dynamic evolution of influenza. The first of the main contributions is in 

choosing a different fractional dynamics for each of the compartments (S, I, R and C), respectively. For this 

model we will call the Fractional SIRC model. Such fractional dynamics are well known for reproducing 

memory effects. In this way, we are considering memory effect (with different effects, since each of the 

components will be considered with a different fractional dynamics) in the SIRC model. We prove that the 

fractional SIRC model is well-positioned in the Hadamard sense, i.e., has a single solution that depends 

continuously on the initial data and the parameters. The second of the contributions of this work is to show 

numerically that from an appropriate choice of parameters in the proposed fractional SIRC model, the 

dynamics reproduces in a more appropriate way the actual Influenza data collected in the state of Rio Grande 
do Sul in the year of 2010 taken from DATASUS. We can guarantee that there is an approximation to the 

real data when we use fractional order derivatives according to Caputo. Moreover, we show that the choice 

of studying the fractional PVI with different fractional orders is the most realistic modeling, because when 

we consider different orders, the approximation of the curve 𝐼(𝑡) with the actual data gets better. 
Keywords: Fractional Calculus, SIRC Compartmental Model, Immune Memory 

 
1. INTRODUÇÃO 

 

Existem várias definições de epidemiologia na literatura, oriundas de áreas diversas. Em resumo, 

epidemiologia é a ciência que estuda o processo de disseminação de doenças em certas populações, 
a fim de especificar fatores como: as causas de sua ocorrência, medidas de prevenção, controle e 

erradicação [2, 3].  

Tendo em vista que epidemias são responsáveis, historicamente, por uma alta taxa de 

mortalidade em populações humanas, animais e vegetais, faz com que qualquer estudo no sentido 
de entender e dominar o progresso epidêmico seja justificável. Exemplos de tais epidemias são a 

Peste Negra, que assolou a Europa durante três anos e tem como estimativa de óbito de 30-50 % da 

população infectada [4] ou a Cólera [5] que se espalhou pelo mundo em 1817. Desta forma, os 
estudos sobre epidemiologia tem se desprendido da área das ciências da saúde e adentrado nas 

pesquisas baseadas em modelos preditivos envolvendo conhecimentos estatísticos, computacionais 

e matemáticos [6, 7]. 
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Usando desses artifícios e ainda respeitando as características biológicas dos sistemas, as 

pesquisas em sua maioria têm utilizado modelagens obtidas através de equações diferenciais [8], 

para melhor entender as interações entre os seres vivos e o meio ambiente. Estes procuram fornecer 

da forma mais fidedigna possível informações sobre os processos de disseminação e a dinâmica 
das doenças, assim como as formas de contágio e cura, buscando ser de grande auxílio na tomada 

de decisão dos órgãos governamentais. No presente trabalho, assumiremos que a dinâmica da 

influenza evolui de acordo com o modelo epidemiológico compartimental conhecido como SIRC. 

Em outras palavras, que a população total 𝑁 esteja dividida em 4 compartimentos: 𝑆 - de 

suscetíveis, 𝐼 - de infectados, 𝑅 - dos recuperados, e 𝐶 - dos indivíduos que possuem imunidade 

cruzada. O modelo SIRC foi proposto inicialmente por Casagrandi et al. (2006) [1] e é uma variação 

do já conhecido modelo SIR [9].  

Basicamente, o modelo SIRC se diferencia do SIR por incluir o novo compartimento 𝐶, que 

representa os indivíduos que estão sujeitos a uma mutação da doença. Ou seja, leva em consideração 

os indivíduos que já foram infectados e que, após um tempo, recuperados e com imunidade passam 
a ser suscetíveis não a doença original, mas a uma mutação dela. Haja vista as mutações constantes 

do vírus da influenza faz jus à consideração do modelo SIRC como um modelo promissor para a 

modelagem.  
Para uma boa visualização do comportamento desse modelo com este novo compartimento, 

apresentamos o Diagrama compartimental do modelo SIRC na Figura 1. 

 
Figura 1: Diagrama Compartimental. 

 

Uma de nossas contribuições está no estudo de modelos do tipo SIRC com efeitos de memória. 
Este efeito não é considerado no modelo SIRC proposto em Casagrandi et al. (2006) [1]. A 

particularidade da memória no sistema SIRC pode ser encarada da seguinte forma: o sistema 

imunológico tem sido conceitualmente dividido em imunidade inata e imunidade adaptativa [10]. 

A imunidade inata representa uma resposta rápida e estereotipada a um número grande, mas 
limitado, de estímulos e tem como principais células macrófagos, neutrófilos, células dendríticas e 

células Natural Killer [11]. Já a imunidade adaptativa, tem como principais células os Linfócitos T 

e B, Natural Killer/T, Células dendríticas ou apresentadoras de antígeno [12]. Trata-se da defesa 
adquirida por contato com o invasor e é específica somente aquele invasor. Captar esse efeito, aqui 

chamado de memória, é uma das metas desse estudo. 

Existem diversas maneiras de incorporar memória em sistemas dinâmicos como o modelo SIRC 
[13, 14]. Nossa abordagem consiste em introduzir a memória através do uso de derivadas de ordem 

fracionária como dinâmica do modelo SIRC, ao qual chamaremos de modelo SIRC fracionário. É 

importante notar que o modelo SIRC fracionário já foi estudado em [15, 16, 17]. No entanto, o 

modelo SIRC cujas ordens das derivadas são distintas em cada linha do sistema ainda não foi 
explorado.  

Como principais contribuições deste trabalho, vamos propor o modelo SIRC com derivadas de 

ordem fracionária distintas em cada linha do sistema, mudando a dinâmica que modela o problema. 
Em particular, tal abordagem permite propor distintos níveis de memória para cada um dos 

compartimentos do modelo SIRC. Provaremos resultados de boa colocação para o problema 

proposto e nas simulações mostraremos através da comparação numérica que o modelo SIRC 
fracionário proposto descreve, de maneira mais fidedigna, dados reais relativos à influenza.  

Esta contribuição se divide da seguinte forma: primeiramente, na seção 2, apresentaremos o PVI 

fracionário Eq.(1) que aqui será estudado. Na seção 3, dividiremos os resultados, primeiramente 

mostraremos os resultados de boa colocação para o PVI fracionário Eq.(1) e posteriormente, 
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traremos os resultados numéricos dessa proposta e suas discussões. Na seção 4 faremos uma breve 

conclusão do assunto e indicaremos os próximos passos dessa pesquisa. 

 
2. MATERIAL E MÉTODOS 

Neste trabalho estudaremos a generalização do modelo SIRC proposto por [1], em que a 

dinâmica é dada por operadores de ordem fracionária do tipo Caputo [13] (𝐷∗), que podem ser 

diferentes entre si, como pode ser observado no PVI fracionário Eq.(1): 
 

𝐷∗
𝜃1  𝑆(𝑡)  =  𝜇(𝑁 − 𝑆(𝑡)) − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) + 𝛾𝐶(𝑡)

       𝐷∗
𝜃2  𝐼(𝑡) = 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) + 𝜎𝛽𝐶(𝑡)𝐼(𝑡) − (𝜇 + 𝛼)𝐼(𝑡)

             𝐷∗
𝜃3  𝑅(𝑡) = (1 − 𝜎)𝛽𝐶(𝑡)𝐼(𝑡) + 𝛼𝐼(𝑡) − (𝜇 + 𝛿)𝑅(𝑡)

𝐷∗
𝜃4 𝐶(𝑡) = 𝛿𝑅(𝑡) − 𝛽𝐶(𝑡)𝐼(𝑡) − (𝜇 + 𝛾)𝐶(𝑡) 

                          (1) 

 

No PVI fracionário Eq.(1), o parâmetro 𝜇 > 0  é a taxa de mortalidade e natalidade, 𝛼 > 0 , 𝛿 >
0 , 𝛾 > 0  são o inverso do tempo em que os indivíduos ficam no compartimentos 𝐼, 𝑅 e 𝐶, 

respectivamente, 𝜎 > 0   é a probabilidade média de reinfecção e , 𝛽 > 0   é o contato entre os 

compartimentos 𝑆 e 𝐼. 

As quantidades 𝑆(0) = 𝑆0 , 𝐼(0) = 𝐼0, 𝑅(0) = 𝑅0 e 𝐶(0) = 𝐶0 são as condições iniciais para o 

PVI fracionário Eq.(1). Já 𝑁 =  𝑆 + 𝐼 + 𝑅 + 𝐶, representando o total da população, e 𝜃𝑗 ∈

[0,1] para  𝑗 = 1, . . . , 4 são as ordens da derivada.  

Em particular, quando 𝜃𝑗 = 1 o modelo é o proposto por [1] e para 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3  = 𝜃4 os 

resultados de boa colocação do PVI fracionário Eq.(1), com as condições iniciais acima podem ser 

encontrados em Gomes e De Cezaro (2017) [18]. 
 

3.  RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para colocarmos o PVI fracionário Eq.(1) de forma mais formal, temos: 

D∗
θ1u1(t) =  f1(t, u1(t), . . . , uk(t))

⋮

D∗

θjuk(t) =  f1(t, u1(t), . . . , uk(t))

uj(0) = uj,0(j = 1,2, … , k)

                                                           (2) 

 

Para atingirmos nossos objetivos, basta assumirmos que 0 < 𝜃𝑗 ≤ 1 para todo 𝑗. 

Teorema 1. Considere 𝜃𝑗 > 0 para 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 e considere o problema do valor inicial fracionário 

Eq.(1). 

D∗

θj(uj(t)) =  fj(t, u1(t), . . . , uk(t)), (𝑗 = 1,2, … , 𝑘)                               (3) 

uj
𝑙(0) = uj,0

l (l = 0,1, … , [θj] − l)(j = 1,2, … , k) 

Suponha que as funções 𝑓𝑗: [0, 𝑇] ×  ℝ𝑘 →  ℝ, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑘, sejam contínuas e satisfaçam as 

condições de Lipschitz em relação a todos os seus argumentos, exceto o primeiro. Então, o 

problema do valor inicial tem uma solução única que é continuamente dependente das condições 

iniciais, dos parâmetros e da ordem da derivada.  
Demonstração 1. O problema de valor inicial Eq.(3), é equivalente ao sistema de equações de 

Volterra, 

𝑢𝑗(𝑡) = ∑ 𝑢𝑗,0
𝑙 𝑡𝑙

𝑙!

[𝜃𝑗]−1

𝑙=0 

+
1

Γ(𝜃𝑗)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃𝑗−1 𝑓𝑗(𝑠, 𝑢1(𝑠), … , 𝑢𝑘(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

,  

 

Em seguida, definimos 𝜃 = 𝑚𝑖𝑛𝑗  𝜃𝑗  e reescrevemos na equação anterior na forma: 

𝑢𝑗(𝑡) = ∑ 𝑢𝑗,0
𝑙 𝑡𝑙

𝑙!

[𝜃𝑗]−1

𝑙=0 

+
1

Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃𝑗−1 𝑓𝑗(𝑠, 𝑢1(𝑠), … , 𝑢𝑘(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

, 
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para 𝑗 = 1, 2, … , 𝑘, onde, 

𝑓𝑗(𝑠, 𝑢1 , … , 𝑢𝑘) ≔
Γ(𝜃)

Γ(𝜃𝑗)
(𝑡 − 𝑠)𝜃𝑗−𝜃  𝑓𝑗(𝑠, 𝑢1 , … , 𝑢𝑘)  

 

Apresentando a notação vetorial 𝑈: = (𝑢1, … , 𝑢𝑘)𝑇, �̂�: = (𝑓1, … ,  �̂�𝑘 )
𝑇

 e uma expressão 

correspondente para os valores iniciais, podemos combinar essas 𝑘 equações escalares em uma 

equação vetorial, da forma 

𝑈(𝑡) = ∑ 𝑈0
𝑙

𝑡𝑙

𝑙!

max 𝑗 [𝜃𝑗]−1

𝑙=0 

+
1

Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1 �̂�(𝑠, 𝑈(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

, (6) 

Como 𝑓𝑗: [0, 𝑇] × ℝ𝑘 → ℝ , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑘 e o fato de que 𝜃𝑗  ≥ 𝜃 para todos 𝑗, concluímos que 

todas as funções 𝑓𝑗  são contínuas e satisfazem as condições de Lipschitz com respeito a 𝑢1 , … , 𝑢𝑘. 

Assim,  �̂�𝑗  é contínua e satisfaz uma condição de Lipschitz em relação a 𝑈. Logo, com uma 

argumentação análoga a feita por Gomes e De Cezaro (2017) [18] está garantida a existência e 

unicidade de uma solução continuamente dependente 𝑈 = (𝑢1, … , 𝑢𝑘)𝑇 . 

A prova da dependência contínua, das múltiplas ordens da derivada, do PVI fracionário Eq.(1), 
trata-se de uma consequência da Eq. (6).  

Basta que se considere um problema próximo ao PVI Eq.(3) só que tendo com ordem da derivada 

𝜃𝑗 , onde 𝜃𝑗 > 𝜃𝑗 e 𝜀𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝜃𝑗 , como no seguinte resultado [Teorema 6.21, p. 113][13] Quando 

fôssemos pegar o 𝜃 = 𝑚𝑖𝑛 𝜃𝑗  pegássemos 𝜃 = min {𝜃𝑗,𝜃𝑗}. Portanto a dependência contínua das 

múltiplas ordens da derivada do PVI Eq.(3) é garantida. 
Como no Brasil existem panoramas preocupantes principalmente por ter elevadas taxas de 

mortalidade por doenças infecciosas em comparação aos padrões mundiais [19], como por 

exemplo, a alarmante e rápida propagação do vírus Zika, no nordeste, trazendo consequências para 
mulheres [20, 21] e homens [22], principalmente a sua associação aos casos de microcefalia em 

recém nascidos. Além de outras doenças como Chagas [23], Dengue [24], Febre Amarela [25] e 

principalmente diversas formas de influenzas [24], estudos sobre estas doenças são justificáveis.  

Em 2009, o surgimento da influenza pandêmica [25] representou um desafio mundial para a 
vigilância em saúde, exigindo conhecimento sobre a doença e os meios para seu controle, 

estabelecendo medidas preventivas efetivas e tratamentos adequados. 

O PVI fracionário Eq.(1) pode ser calibrado para várias doenças, desde que se conheça o valor 
de seus parâmetros biológicos. Nesta proposta trabalharemos com dados da influenza, já que o 

sistema DATASUS, sistema de tecnologia da informação a serviço do sistema único de saúde, 

disponibiliza informações sobre como procedeu ao contágio no Brasil.  

Utilizamos para este trabalho os dados do estado do Rio Grande do Sul no ano de 2010. Tomando 
por base os parâmetros estudados por Casagrandi et al. (2006) [1], mas fazendo alguns ajustes, 

tendo em vista a melhor representação dos dados. 

Alteraremos o parâmetro responsável pelo tempo em que os indivíduos ficam infectados 𝛼 e a 

taxa de contato entre os suscetíveis e infectados 𝛽, utilizando um quinto dos valores originais. Os 

parâmetros utilizados para as simulações são apresentados na Tabela 1. 

Tabela 1: Parâmetros da literatura e dessa proposta 

 Parâmetros da influenza 

Parâmetros Casagrandi et al. [1] Nossos valores 

𝝁 0,02 0,02 

𝜶 52,15 10,43 

𝜹 0,75 0,75 

𝜸 0,35 0,35 

𝝈 0,12 0,12 

𝜷 1,35 0,27 

𝑵 100 100 
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A Figura 2, expõe a dinâmica do PVI fracionário Eq.(1) em comparação com a curva dos dados 

reais, utilizando 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 𝜃4 = 1, ou seja, como se o modelo Eq.(1) tivesse ordem inteira. 

Os dados reais nos mostram a quantidade de infectados ao longo do tempo, logo a curva que 

esperamos que se aproxime dos dados é a 𝐼(𝑡).  
 

 
Figura 2: Ordem inteira.  

Como fica visível a curva 𝐼(𝑡) não se aproxima de forma satisfatória dos dados reais. Além disso, 

este modelo não leva em conta o efeito da memória imunológica. A população fica rapidamente 

infectada e a curva 𝐶(𝑡), que representa os indivíduos que estão sujeitos a uma nova cepa da doença, 

tem um comportamento crescente. 
Na Figura 3, apresentamos a dinâmica do PVI fracionário Eq.(1) em comparação com a curva 

dos dados reais, com 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 𝜃4 = 0,8. Esse valor foi escolhido dentre tantas ordens 

fracionárias possíveis, por tentarmos captar o efeito de memória sem que seja demasiadamente 
forçado. Os dados reais são os mesmos utilizados na Figura 2, porém agora notamos uma 

aproximação da curva 𝐼(𝑡) com os dados reais. 

 

 
Figura 3: Ordem fracionária igual.  

Observamos que com o uso de 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 𝜃4 = 0,8, parece que existe um impedimento 

maior, até um pouco exagerado, para que a população se torne infectada. Acreditamos que o ideal 
é considerar uma diferenciação da ordem das derivadas entre as linhas do sistema, tendo como 

hipótese, e.g., que a população do compartimento imunidade cruzada possuí mais memória 

imunológica do que o compartimento dos suscetíveis. 

A dinâmica do sistema representada na Figura 4 tem algumas hipóteses biológicas interessantes 
de serem discutidas quanto à escolha das ordens das derivadas. Para a primeira linha do PVI 
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fracionário Eq.(1) escolhemos 𝜃1 = 0,99 tendo em vista que é a linha que representa o 

compartimento dos suscetíveis. A ideia é utilizar uma pequena memória imunológica, já que os 

indivíduos estão sempre em contato com vários estímulos. 

 

 
Figura 4: Ordem fracionária diferente.  

Na segunda linha do PVI fracionário Eq.(1), foi utilizado 𝜃2 = 0,8 já que é a linha que representa 
o compartimento dos infectados, onde a população tem contato com o patógeno e neste momento 

acreditamos que a memória imunológica cresce bastante. 

A terceira linha do PVI fracionário Eq.(1) representa os indivíduos em recuperação e onde ficam 

imunes ao patógeno. Acreditados que a memória imunológica está mais desenvolvida nesta fase, 

logo a ordem da derivada utilizada foi 𝜃3 = 0,6. 

Na última linha do PVI fracionário Eq.(1), utilizamos 𝜃4 = 0,7, pois nesse compartimento parte 

dos indivíduos perdem a imunidade, logo acreditamos que a memória imunológica diminui. 
Percebemos então que a Figura 4 apresenta a simulação que mais se aproxima dos dados reais 

dentre os casos estudados, então podemos afirmar que é uma boa aproximação da realidade.  

Na Figura 5, estamos exibindo a comparação de cada um dos casos comentados anteriormente. 

 

 
Figura 5: Comparação entre todos os casos.  

Percebemos que o último caso apresentado é o que melhor reflete os dados reais, assim na Figura 

5, conseguimos visualizar para cada um dos casos o comportamento da curva 𝐼(𝑡) com os dados 

reais. Nessa figura, a curva (𝐼(𝑡) caso 3) representa 𝜃1 = 0,99, 𝜃2 = 0,8, 𝜃3 = 0,6, 𝜃4 = 0,7, como 

(𝐼(𝑡) caso 2), temos 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 𝜃4 = 0,8 e a curva denominada (𝐼(𝑡) caso 1) temos 𝜃1 =
𝜃2 = 𝜃3 = 𝜃4 = 1. 
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4. CONCLUSÃO 

Neste trabalho nosso interesse está em ressaltar a importância de se analisar com modelos 
epidemiológicos, principalmente buscando novas abordagens que fazem com que os modelos se 

aproximem cada vez mais da realidade. 

Apresentamos o PVI fracionário Eq.(1), trabalhado com múltiplas ordens de derivada, 

garantindo sua boa colocação, já que sem esse resultado as simulações não são válidas. 
Além disso, apresentamos uma comparação numérica, buscando mostrar as diferenças no 

comportamento do modelo quando utilizamos diferentes ordens para a derivada, obtendo a curva 

com maior semelhança aos dados reais. 
Conseguimos garantir que existe uma aproximação aos dados reais quando utilizamos derivadas 

de ordem fracionária segundo Caputo. Além do mais, mostramos que a escolha de estudar o PVI 

fracionário Eq.(1) com 𝜃𝑗  iguais, implicando que a memória epidemiológica está sendo considerada 

a mesma em todas linhas do sistema não é a modelagem mais realista. Visto que quando 

consideramos ordens diferentes, a aproximação da curva 𝐼(𝑡) com os dados reais fica melhor. 

Apesar de encontrarmos uma boa combinação de ordens fracionárias para essa dinâmica, não 
conseguimos garantir que esta é a melhor combinação possível, sendo essa questão objetivo futuro 

de nossos estudos. 
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