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O propésito do trabalho é analisar a influéncia dos pardmetros geométricos sobre a dissipagdo de calor de
um perfil bidimensional com uma cavidade multi-bifurcada mantendo a area da cavidade constante. A
simulagcdo numérica foi realizada através da solucdo da equacdo da difusdo do calor com MEF. Foi
calculado o campo de distribuicdo de temperaturas no regime permanente e com geracdo de calor interna
fixa e foi assumido que a transferéncia de calor no sélido ocorreu por condugéo. A geometria da cavidade
foi gerada por um sistema de fungBes iteradas e um algoritmo foi implementado para testar diferentes
angulos de bifurcacdo, tamanho de cada brago de ramificacdo e nimero de iteragdes para geracdo da
geometria. Entre as cavidades testadas foi possivel determinar uma geometria étima que serve de
recomendacdo tedrica para construcdo de possiveis perfis para troca de calor.

Palavras-chave: MEF, dissipacéo de calor, design construtal.

The purpose of this work is to analyze the influence of geometric parameters on the heat dissipation of a
two-dimensional profile with a multi-bifurcated cavity keeping the cavity area constant. The numerical
simulation was performed through the solution of the heat diffusion equation with MEF. The temperature
distribution field was calculated in the steady state and with fixed internal heat generation and it was
assumed that heat transfer to the solid occurred by conduction. The cavity geometry was generated by a
system of iterated functions and an algorithm was implemented to test different bifurcation angles, size of
each branching arm and number of iterations for geometry generation. Among the wells tested, it was
possible to determine an optimum geometry that serves as a theoretical recommendation for the

construction of possible profiles for heat exchange.
Keywords: FEM, heat dissipation, constructal design.

1. INTRODUCAO

Fractais tem sido usados em diversas areas de engenharia e 0 potencial dessa teoria comeca a
ser importante em diversas aplicagfes industriais reais [1]. O uso da teoria dos fractais abrange
aplicagBes na area de fisica [2, 3], engenharia quimica [4, 5], finangas [6, 5], tr&fego de internet
[7], processamento de imagens [8, 9], dindmica dos fluidos [10, 11], ciéncia ambiental [12, 13],
analise de superficies [14] dentre outros. O motivo dessa gama de aplicacdes da teoria fractal se
deve particularmente a sua caracteristica de descrever a auto-similaridade em diferentes escalas
que é uma aproximagdo do que ocorre na natureza [15, 16]. Com uma formulacdo mais prética,
existe também a Teoria Construtal que procura explicar deterministicamente o surgimento de
formas na natureza a partir da ideia de um sistema de fluxo que altera sua forma para facilitar o
acesso das correntes que fluem através dele. Dentro da Teoria Construtal ¢ definido por Adrian
Bejan o método Design Construtal como o uso da Lei Construtal como uma ferramenta na
procura de melhores configuragdes e também melhores estratégias para resolucdo de um
determinado problema que depende de geometria [17].

Um problema frequente de engenharia que envolve geometria é a transferéncia de calor em um
corpo solido. Como no caso de reatores nucleares e micro-eletrdnica, 0 modelo mais aplicado é
aquele de um corpo contendo uma cavidade. Nas cavidades do corpo é onde a troca de calor entre
o fluido de resfriamento e o sé6lido ¢ mais intensa, como ocorre no caso do efeito Vapotron [18].
Com o desenvolvimento tecnologico o requerimento de melhor dissipacdo do calor tem
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aumentado sendo crucial otimizar o projeto dos diversos modelos de cavidade a fim de melhorar a
performance do sistema.

De acordo com Bejan (1997) [19], chega um ponto onde a miniaturizacdo torna o resfriamento
por conveccdo impraticavel, porque os dutos nos quais o fluido de resfriamento deve passar
comegam a tomar muito espago. A inica maneira eficiente de canalizar o calor gerado para fora
do sistema é por conducdo. Esse caminho de conducdo terd de ser muito efetivo (alta
condutividade térmica, k p ), de maneira que a diferenca de temperatura entre 0 ponto mais
quente e o dissipador de calor ndo exceda um determinado valor. A partir dessa constatagéo,
diversos estudos vém sendo realizados avaliando diferentes formas geométricas para cavidade de
dissipacdo de calor com Design Construtal a fim de encontrar arranjos 6timos para aumentar a
troca térmica dentro das restricbes impostas. Podemos citar os trabalhos em cavidade em forma
de ’C’ [20, 21], °T’ [22], ’H’ [23] e até mesmo formas mistas como *T-Y’ [24].

Neste trabalho o problema de dissipacdo de calor em uma cavidade é tratado. Inicialmente é
definido o espago de busca apropriado para as geometrias de cavidade aplicando o Design
Construtal, logo utilizando como base geometrias geradas por um sistema de funcéo iterada (SFI),
que é uma técnica de geracdo de fractais, sdo geradas cavidades que sdo testadas quanto a
eficiéncia na dissipagdo de calor. A equagdo do calor com geragdo interna de energia foi resolvida
para diferentes variacOes dessa geometria de forma a determinar os pardmetros geradores do SFI
que otimizam a dissipacdo do calor no sistema. Ao final, os parametros do sistema de fungao
iterada determinando a forma geométrica que leva a temperatura maxima do sistema a um
minimo foi escolhida como 6tima. O efeito de cada parametro de geragdo da geometria do SFI na
temperatura maxima do sistema também foi estudado.

Apesar da diferenga conceitual entre Teoria Fractal e a Lei Construtal, esse trabalho parte do
conceito de Design Construtal que permite a procura de melhores estratégias e ndo apenas
configuragdes para resolugdo de um problema geométrico. Dessa forma, o sistema de funcGes
iteradas, e portanto a Teoria Fractal, serve apenas como uma estratégia de busca para as melhores
geometrias que resolvam o problema da cavidade similar a aplicacdo de metaheuristicas como
algoritmo genético e recozimento simulado. A principal vantagem do uso desse método reside na
possibilidade de vasculhar o espaco de busca com uma geometria mais apropriada ao problema
gue, como a prépria Lei Construtal aponta, é geralmente uma forma que apresenta auto-
similaridade em alguma escala [25].

2. METODOLOGIA

Toda a implementacdo deste trabalho foi realizada com auxilio do software comercial
MATLAB [26]. As etapas foram divididas em: geracdo da geometria da cavidade através de
funcdo iterada, criagdo do dominio computacional com a cavidade, geracdo de malha, solucdo da
equagdo do calor para o sistema. O fluxograma do algoritmo para realizar a simulacdo é mostrado
na Fig. 1. O detalhamento de cada etapa seré apresentado nas subsecdes a seguir.
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Figura 1: Fluxograma do algoritmo implementado nesse trabalho.

2.1. EQUACOES FUNDAMENTAIS

Neste trabalho aplicou-se uma forma simplificada da equagdo da difusdo do calor pois foi
realizada uma anélise bidimensional de uma cavidade em uma placa de material homogéneo em
regime permanente. A equacdo da difusdo do calor para conducdo para o caso em estudo é dada
por:

2T PT "
=3 Tzt
or?  0y*? k (1)

onde (x,y) determina um ponto no dominio computacional, T=T(X,y) é a temperatura absoluta em
um determinado ponto, q” é a geragdo interna de calor por volume (W.m2) e as propriedades do
meio ficam especificadas pela condutividade térmica k = k(x,y) em W.K™.

2.2. METODO DE ELEMENTOS FINITOS E ANALISE DE ERRO

O método de elementos finitos (MEF) ¢ uma técnica numérica para encontrar solucdes
aproximadas de problemas de contorno para equagGes diferenciais parciais (EDP) [27, 28]. O
problema maior de encontrar a solucdo da EDP fica subdividido em partes menores e mais
simples chamadas elementos finitos. Para cada sub-dominio (elemento) é escrita uma equagao
algébrica obtida a partir da interpolacdo da EDP original essas equacdes algébricas sdo entdo
montadas num sistema maior de equagdes que modela o problema por inteiro. Esse conjunto de
equacdes é resolvido por métodos variacionais para aproximar uma solu¢cdo minimizando a
funcéo de erro. Alguns pontos importantes do MEF sdo citados abaixo [29]:
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(a) Através do uso de fungdes interpoladoras a solugdo é aproximada para qualquer ponto do
dominio; (b) A equacdo é resolvida na forma integral, ou seja, a equacdo diferencial é satisfeita
segundo um certo critério de minimizacdo do residuo. Isto resulta em mais flexibilidade e
generalidade no método para resolver equagdes diferenciais; (c) Os sistemas matriciais obtidos
sdo em geral simétricos e esparsos, ndo gerando grande custo na sua solucdo; (d) Apesar da
implementacdo complexa o MEF é genérico sendo facilmente aplicado em dominios irregulares.

Visto a generalidade e praticidade do MEF este foi usado conforme implementado no pacote
PDE TOOL do MATLAB que usa um algoritmo de refinamento de malha adaptavel e transforma
a EDP genérica mostrada na Eq. 2 para o célculo de problemas de autovalores:

V(eVu) + au = Adu 2
na seguinte forma matricial equivalente:

KU = \MU
3)

onde M é a matriz de massa e K é conhecida como a matriz de rigidez. Essa equacdo de
autovalores é entdo resolvida por um algoritmo de Arnoldi até todos autovalores serem
encontrados para um determinado intervalo. O algoritmo de Arnoldi passa por iteraces de Gram-
Schmidt para achar vetores ortonormais do subespaco de Krylov. Sendo o problema discretizado
e interpolado por fungdes lineares existe um erro inerente da técnica que precisa ser levado em
consideracéo.

A fim de estimar o erro associado ao céalculo por MEF no PDE TOOL foi considerado um
problema onde a solugdo analitica € conhecida, um dominio retangular com condic¢Ges de
Dirichlet (T= 0 K) em uma face enquanto as outras faces sdo mantidas adiabaticas por condi¢des
de Neumann. Esse sistema e suas condigdes de contorno sdo mostradas na Fig. 2:

aT
y /o @(XIH) =0

H 4

a

\ /.;t(L,v) =0

L \‘ T(x0) =T,

Figura 2: Dominio simples para resolucao analitica.

Considerando a equacdo do calor para esse caso temos:

Pr  9’T " . aT aT aT
R S T(x,0) =Ty = -0 = -0 = -0
dx? ay? k Ax (0. dx (L.y) Dy (=, H) (4)

Fazendo a seguinte troca de varidvel para tornar as condi¢des de contorno homogéneas:

I=T-T 5)

E possivel reescrever a Eq. 4 como:

9?9 9% q" o2 o)) o
—_— =0 Na,0) =0 —_— =0 — =0 — =
dr? + dy? + k ¥z, 0) dzx o, dr l(L.y) Oy (. H)
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(6)

A equacdo diferencial ndo é homogénea mas agora é possivel desmembrar 9 em uma solugdo
particular da EDP ndo-homogénea adicionada a solu¢do homogénea:

Ha,y) = d(y) +¥(z.y) @)
Colocando a particular assim sugerida da EDP recai na seguinte EDO:

qu-j qm B f‘f(_.ﬁ B . B

W@ gyle=0 o d0=0 ®)

Essa EDO é resolvida por integracéo e aplicacdo das condi¢cdes de contorno resulta em:

e i

I -
=95y +TH-?} (9)

A equagdo homogénea assume a forma:

Oy P " o o o
—+=—+—=0 Nz, 0) =0 —_— =0 —_— =0 e =0
drr  oy* ok ¥(=,0) dz l(0,9) dr l(Ly) Oy (x.H)
(10)
Obviamente a Unica solucdo da homogénea sera a solucéo trivial (x,y)=0, logo a solucéo
geral da EDP pela Eq. 7, para as condi¢Ges de contorno apresentadas é:

qh’f it (1 1)

. P [y
Nz, y) = _Q_kyz + [TH"Q

Se To =0 entdo (x, y) = T(X, y), ¢ Tmax para esse sistema sera:

fr 1

I e
T g2yl =9 g2 (12)

Tmas = =37 k 2k

Essa geometria foi gerada no PDE TOOL afim de verificar a concorddncia com a resposta
analitica. Os parametros foram k = 1 W.m=, ¢’’= 1W.m' .K™!' e H = 1m, de forma que a
resposta analitica resulta em um Tmax = 0,5. A Tab. 1 mostra o erro do Tmax dado pela Eq. 13,
Tmaxi € 0 valor obtido da temperatura maxima pelo PDE TOOL conforme o nimero de vezes que
a malha foi refinada € Tmaxo € 0 valor da temperatura maxima obtido teoricamente para o
problema.

.’Tmn.r'.r' - Tnm.r:,n

ET?‘OT”““- = T
axr,o

(13)

Tabela 1: Comparagdo do niimero de refinamentos de malha no PDE TOOL com erro do Tmax Obtido em
relacdo a resposta analitica.

Ndmero de refinamentos Ndmero de Nos Erro de T max
1 177 5, 138754.10
2 665 1, 841925.10™
3 2577 5,993222.10°
4 10145 1, 844573.10°°

Um critério de erro < 0,0002 ja ¢é suficiente para o presente estudo, por esse motivo, apenas 2
refinamentos de malha serdo utilizados para resolver a EDP por elementos finitos no PDE TOOL.
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2.3 SISTEMA DE FUNCOES ITERADAS E GEOMETRIA DA CAVIDADE

Sistemas de funcgdes iteradas (SFI) é um método de construir fractais que consiste da unido de
sucessivas copias da forma inicial cada uma delas sendo transformada por uma funcdo. Esses
sistemas foram concebidos na forma atual por John E. Hutchinson em 1981 e popularizados no
livro Fractals Everywhere de Michael Barnsley [30]. Bransley destaca que “Sistemas de funcdes
iteradas fornecem um modelo descritivo para certas plantas, folhas e arvores pelo fator de auto-
similaridade que ocorrem com frequéncia em estruturas ramificadas na natureza”. Alguns
exemplos de fractais famosos obtidos por esse método como o tapete de Sierpinski e a Arvore
Simétrica sdo mostrados na Fig. 3. Nesse sentido, as geometrias obtidas atraveés da geometria
fractal, apesar de consistirem basicamente de um modelo descritivo para as formas da natureza,
podem servir de um modelo para avaliar o espago de busca definido na aplicagdo do Design
Construtal. Uma vez que o Design Construtal prevé que geometrias ramificadas tendem a
diminuir a resisténcia ao fluxo em muitos casos. Baseando-se nessa ideia, esse trabalho gerou a
cavidade para a um dissipador de calor usando um sistema de funcgdes iteradas que resulta em
uma forma de arvore. Esse procedimento apresenta algumas vantagens em relacdo a uma
geometria fixa como vém sendo estudado na literatura com cavidades em forma de “T’, ‘H’, ‘Y’ e
etc. Primeiramente, o SFI permite controlar facilmente as geometrias resultantes ajustando poucos
pardmetros, inclusive as geometrias fixas referidas anteriormente podem ser obtidas por um
mesmo sistema de fungdes iteradas. Em segundo lugar, abordando a geracéo de geometria por um
SFI torna mais amplo o estudo dos graus de liberdade do sistema variando parametros na lei de
geracdo do fractal ao invés de estudar cada razdo geométrica isoladamente. Além disso, pela
Teoria Fractal ja ser um campo de pesquisa consolidado o uso de certas ferramentas como auto-
similaridade, dimensdo fractal e nimero de iteracGes pode ser reaproveitado no estudo da
geometria do sistema.

o}

L R

C{\b (‘l"l o~ [)'
A ARDARDCA

Figura 3: Fractais famosos obtidos por sistemas de fungdes iteradas (SFI).
Fonte: http://fractalfoundation.org/.

A forma da cavidade escolhida se baseou numa arvore simétrica binaria, inicialmente com
escalamento r=1, isto é, o tamanho de cada galho permanece 0 mesmo em sucessivas iteragdes do
SFI. As equacdes para esse sistema sdo mostradas abaixo:

~ [reos(@) —r.sin(6)] [0]
hi(x) [rzsin(é’} r.cos(f) | T -

. [ r.cos(8)  r.sin(0)] [0] (15)
Fa(x) = {—‘I‘.S?-?'L(f:") r.cos(0) | T
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Essas equacdes correspondem a uma rotacdo em sentido horério e anti-horario de um ponto
seguido de uma translacdo. Elas sdo aplicadas sucessivamente em um algoritmo implementado no
MATLAB gerando 2" novos pontos na estrutura onde nl é o nimero de iteracdes que formarao a
geometria, ou seja, 0 nl esta diretamente relacionado ao nimero de bragos da cavidade resultante.
Um exemplo ilustrativo juntamente com algumas geometrias calculadas é mostrado na Fig. 4.

Para gerar as estruturas € preciso fornecer o moédulo do vetor de criacdo |v| (corresponde ao
tamanho do brago), o angulo de rotagdo (0) que sera igual as duas dire¢des e o niimero de
iteraces, isto é, quantas vezes f; e f, serdo aplicadas na geometria.

r.|v|

4
3
1 \ / 2
1
]

-15 -1 45 0 05 1 15 4 3 2 1 0 1 2 3 4 8 3 4 2 0 2 4 6 8

Figura 4: llustracéo da geracéo do fractal assim como algumas formas de cavidade
calculadas.

2.4 REPRESENTACAO COMPUTACIONAL

Para transformar a geometria obtida anteriormente em uma cavidade que possibilite resolver a
EDP do calor dentro do PDE TOOL, é preciso adicionar espessura a geometria do SFI e entdo
subtrai-la do dominio computacional de interesse dentro do PDE TOOL. O dominio
computacional inicial foi um retangulo 1 m x 1 m (R1), mostrado na Fig. 5. A geometria do SFI
foi subtraida de R1 apds criacdo de espessura, da mesma maneira foram atribuidas as condi¢des
de contorno apropriadas mantendo adiabaticas as superficies que ndo fazem parte da cavidade. O
processo é ilustrado na Fig. 6. As condigdes de contorno de Dirichlet para a cavidade, em
vermelho na figura, foi T=0 K ¢ as condi¢des de Neumann, em azul, foram de garantir
adiabaticidade.

R1

0

05 ‘ 0 ‘ 05
Figura 5: Dominio computacional inicial, de onde foram subtraidas as geometrias do SFI
gerando as cavidades.
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Figura 6: Exemplo de dominio computacional resultante no qual a equacéo do calor foi
resolvida.

Em seguida foi gerada a malha para esse sistema e entdo a equacdo do calor foi resolvida. A
equagdo ¢ idéntica a Eq. 1, com os valores de q”” e k iguais a unidade, entretanto qualquer valor
positivo atribuido a essas constantes ndo alteraria as recomendagdes geométricas que foram
obtidas. Conforme foi mostrado na analise de erro na se¢do anterior, a geracdo de malha do PDE
TOOL ¢ muito eficiente e por isso apenas dois refinamentos de malha foram executados antes de
resolver a equacdo. A malha adaptativa gerada para a cavidade pelo PDE TOOL assim como a
resolucdo da equagdo é mostrada a seguir na Fig. 7.

= e ey Color: T
W\ P SAVAN b 4400

300
200
‘ 0
0’ 0

-0.5 0 0.5

R L L

Figura 7: Cavidade com malha e resolucdo da EDP do calor para esse dominio.

Foi imposta uma restricdo de &rea a esse problema de forma que a razdo entre a area do
dominio inicial (Ar: ) e a &rea A da cavidade (A. ) fosse constante, nesse estudo foi mantido
Art/Ac = 0,01 (1%). De forma a manter a restricdo de &rea € necessario encontrar a raiz da
seguinte equacao:

A,,(d) =10,01.4p, (16)

onde d ¢ a espessura dos bragos da arvore. A forma da arvore ndo ¢ uma geometria convencional
de forma que ndo existe uma expressdo analitica para Ac, portanto a maneira mais eficiente de
encontrar o & apropriado € pela aplicacdo do método de Newton-Raphson, verificando se o erro na
razao da area é menor que um determinado critério. Foi admitido nesse trabalho um erro de 1073
na razao da area para obter o .

Outro ponto que vale ressaltar € que algumas geometrias geradas pelo SFI podem acabar se
estendendo além do dominio de R1, principalmente para bracos muito longos ou angulos muito
abertos, essas geometrias foram descartadas dos resultados ja que desviam da ideia de cavidade
proposta.
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2.5 OTIMIZAGAO GEOMETRICA

O algoritmo foi implementado no ambiente MATLAB conforme ilustrado no fluxograma da
Fig. 1 de forma que fosse possivel testar diversos valores de 6, [v|, e nl. O PDE TOOL calculou
automaticamente os valores de Tmax para cada cavidade, o qual foi o critério de otimizagdo
escolhido. As geometrias com melhor desempenho, isto é, menor Tmax SA0 consideradas mais
eficientes pois dissipam melhor o calor. O efeito de cada uma das variaveis 0, |v|, e nl foram
estudados nesse contexto. Um diagrama de arvore para as varidveis estudadas é mostrado a
seguir:

Figura 8: Diagrama de &rvore para as simulages realizadas.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Em geral, quanto maior o nimero de iteragdes (nl) e o tamanho dos bragos das ramifica¢des
(Iv)), melhor a dissipagdo do calor obtida. Porém a dependéncia do &ngulo ndo seguiu um
comportamento linear como podemos verificar esse comportamento nos graficos da Fig. 9. A fim
de determinar melhor o comportamento da dissipagdo do calor com o angulo de bifurcacdo foi
gerado um grafico de cor para nimeros de iteragdo fixo relacionando o dngulo € o modulo |v|.
Esse grafico ¢ mostrado para as 3 iteragdes testadas na Fig. 9. O grafico mostra que angulos de
rotacdo entre 32° e 46° apresentam o melhor desempenho na redugdo de Tmax. No grafico para
nl=3, observa-se que existem alguns valores faltando, esses valores foram desconsiderados pois
nesse nivel de bifurcacdo angulos muito abertos ou bragos muito longos fazem a cavidade
ultrapassar o dominio inicial ndo formando mais uma cavidade.

O melhor resultado obtido foi para a geometria determinada pelos valores nI=3, 6=44° e |v|=8.
Essa geometria resulta em um Tmax de 270,45K. O campo de temperaturas para essa cavidade é
mostrado na Fig. 10. Esses resultados preliminares indicam que aumentando o ndmero de
iteracdes e o tamanho dos bragos deve levar a uma reducdo ainda maior da temperatura maxima
do sistema. Também é interessante notar que aumentando o nimero de iteracfes um numero de
angulos menor ird gerar uma cavidade efetiva de forma que um éangulo de convergéncia é
esperado. Ainda ndo foi testado um algoritmo em que os bragos de ramifica¢do diminuem ou
crescem com 0 numero de iteracGes, isto é, em que o pardmetro de escala “r” é diferente de 1,
provavelmente uma reducdo maior da temperatura méxima do sistema serd obtida nesse caso por
causar um melhor preenchimento do espaco, uma vez que estaria mais de acordo com a ideia de
facilitar o fluxo de calor conforme prevé o Design Construtal.
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Figura 9: Grdfico interpolado do Tmax em relagdo ao dngulo (6) e |v| para nl=2,3,4 de baixo
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trabalho.
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4. CONCLUSAO

Neste trabalho a partir da ideia de usar geometria fractal, em particular, através de um sistema
de funcgoes iteradas, foi possivel explorar com sucesso o espaco de busca de geometrias 6timas
para dissipacéo de calor em uma cavidade. O procedimento aqui aplicado de alterar os parametros
de geracdo de fractal ao invés de estudar as razdes geométricas individualmente é mais geral e
requer menos restricGes para varrer o espaco de busca. Além disso, 0 uso de sistema de funcéo
iterada para criar uma cavidade multi-bifurcada estd mais proximo da ideia construtal do projeto
de que geometrias em forma de arvore facilitam o fluxo. Por esse motivo essa metodologia chega
a resultados 6timos mais rapidamente do que usando geometrias fixas. Foi possivel determinar
uma cavidade Otima com parametros de geragdo nl=3, 6=44° e |v|=8. NUmeros de iteracoes
maiores devem resultar em resultados ainda melhores de dissipacdo. O efeito do pardmetro de
escala ‘r’ da funcdo de iteracdo ainda deve ser estudado e provavelmente levara a um melhor
preenchimento do dominio com melhor dissipacdo do calor.
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