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O ritmo circadiano é responsavel por diversas atividades fundamentais do organismo dos seres vivos, como
producdo de hormdnios, atividades do sistema digestivo, a sensacdo de fome, de sono, etc., que funcionam
de forma sincronica. Sendo assim, é de suma importancia entender os mecanismos que regem o ritmo
circadiano, bem como efeitos externos que possam degradar ou acelerar processo de sincronizagéo do ritmo
circadiano.

O foco do nosso trabalho é caracterizar algumas propriedades do ritmo circadiano, levando em
consideracao o ciclo sono-vigilia e o ciclo de temperatura corporal, bem como outros efeitos externos que
possam influenciar a dindmica do ritmo circadiano. Diferentemente do que existe na literatura, onde a
modelagem da dinamica do ciclo sono-vigilia em relagéo a temperatura corporal ¢ feita usando derivadas de
ordem inteira, neste trabalho propomos reescrever este modelo usando calculo de ordem fracionario. Como
tal ferramenta possui propriedades que podem ser interpretadas como meméria, prevemos obter um modelo
que seja fidedigno a realidade, e sirva como um guia para determinar mecanismos que minimizem as
alteracBes indesejadas causadas por interferéncia externas. Do ponto de vista tedrico, provaremos
resultados de boa colocagdo do modelo proposto. Apresentaremos alguns resultados numéricos que
mostram o comportamento do efeito memoria na dindmica em comparagdo com o modelo conhecido na
literatura.
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The circadian rhythm is responsible for several fundamental activities of the organism of living being such
as the production of hormones, activities of the digestive system, the sensation of hunger, sleep, among
other.Such actions works synchronously. Therefore, it is extremely important to understand the
mechanisms that govern the circadian rhythm as well as external effects that may degrade or accelerate the
synchronization process of such rhythm.

The focus of our work is to characterize some properties of the circadian rhythm, taking into account the
sleep-wake cycle and the body temperature cycle, as well as other external effects that may influence
circadian rhythm dynamics. Differently from what exists in the literature, where the modelling of the
dynamics of the sleep-wake cycle in relation to body temperature is done using integer-order derivatives, in
this work we propose to rewrite this model using a fractional order calculus. Since such a tool have
properties that can be interpreted as memory, we expect to obtain a model that is reliable to reality and can
be used as a guide to determine mechanisms that minimize unwanted changes caused by external
interference. From the theoretical point of view, we will prove well-posedness results of the proposed
model. We also provide some numerical results that show the behavior of the memory effect in the
dynamics in comparison to the model known in the literature.

Keywords: circadian rhythm, memory, derivatives of fractional order

1. INTRODUCAO

Ritmo circadiano ou ciclo circadiano é um dos estudos que fazem parte da cronobiologia, area
das Ciéncias Bioldgicas que tem por objetivo estudar os reldgios bioldgicos que geram esses
ritmos. Tal reldgio é responsavel por diversas atividades vitais do organismo dos seres Vivos,
funcionando como um marca-passo interno, coordenado, regulado com um periodo de
aproximadamente 24 horas e localizado no hipotdlamo. Dentre as atividades ritmicas vitais estdo
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fungdes como, a produgdo de hormdnios, atividades do sistema digestivo, tal como a dos rins e
dos intestinos, e a sensacao de fome e sono, entre outras [1,2,3,4].

Dada a diversidade de atividades do ritmicas que rege a vida dos seres vivos, modelar e
entender a dindmica do ritmo circadiano é uma maneira de detectar disfuncdes oriundas de
descincronizages, ou eventuais efeitos externos que venham a influénciar a sincronizacao deste.
Strogatz (1987) [1] propoz um modelo para ritmo circadiano, relacionando o ciclo sono-vigilia e
ciclo temperatura corporal, como a iteracdo de dois osciladores acoplados e cujas forcas de
acoplamento determinam a sincronia ou assincronia dos mesmos. A abordagem proposta por
Strogatz (1987) [1] utiliza derivadas de ordem inteira para modelar a dindmica dos dois
osciladores, cujos detalhes apresentaremos na Secdo 3. Como é bem sabido da teoria de
diferenciacdo cléassica, derivadas de ordem inteira reproduzem somente efeitos locais e ndo
carregam contribuicdes de meméria [5,6,7]. Efeitos de memoria sdo sempre esperados em
processos envolvendo o ritmo bioldgicos, pela prépria natureza destes processos [5]. Neste
trabalho estamos considerando memaoria como o efeito de estimulos temporérios que perduram
por longos periodos subsequentes. Tais efeitos sdo amplamente esperados na modelagem de
ritmos circadianos [5].

A novidade deste trabalho est4 em utilizar o célculo de ordem fracionéria [6,7] para modelar a
dindmica dos osciladores proposta por Strogatz (1987) [1]. Sabendo que tais derivadas possuem
propriedades de memoria [6,7]. Um dos nossos objetivos é utilizar tais ferramentas para obter um
modelo que seja fidedigno a realidade e sirva como um guia para determinar mecanismos que
minimizem as alteracOes indesejadas causadas por interferéncia externas. Provaremos resutlados
de boa colocacéo para o problema proposto e apresentaremos alguns resultados numéricos que
determinam as caracteristicas de memoria na dindmica do problema, comparada com a solugéo do
problema proposto por Strogatz (1987) [1].

O artigo se divide da seguinte forma: Na Secéo 2 faremos uma breve introducéo as derivadas
de ordem fracionaria, apresentando resultados que ja sdo amplamente conhecidos, mas que
julgamos necessario para que o trabalho esteja auto-explicativo. Na Secdo 3 apresentamos 0
modelo proposto por Strogatz (1987, 2016) [1,4], como uma forma simples de modelar a
dindmica de iteragdo entre os ciclos aqui estudados. Este serve de base para 0 modelo com
derivadas de ordem fracionaria que apresentamos na Secdo 4. Nesta mesma se¢do apresentaremos
resutlados de boa-colocacdo para o modelo com derivadas de ordem fracionaria, bem como
alguns resultados que evidenciam, de forma teérica a ndo-localidade de tais derivadas. Tal
caracteristica das derivadas de ordem fracionaria podem ser vistos como efeitos de meméria na
modelagem do sistema. Uma comparagdo numérica entre a modelagem de Strogatz e o modelo
com derivadas de ordem fracionaria que estamos propondo neste trabalho podem ser encontradas
na Sec¢do 5. Na Secdo 6 apresentamos algumas conclusdes e perspectivas de trabalhos futuros que
completam este artigo.

2. DERIVADAS DE ORDEM FRACIONARIA

Nesta secdo faremos uma breve introducdo ao calculo ordem fracionaria que serdo utilizadas
no decorrer deste trabalho. Gostariamos de deixar claro para o leitor que tal ferramente data da
mesma época do célculo desenvolvido por Newton e Leibnitz, mas que s6 recentemente percebeu
a potencialidade de suas aplicacOes. Para detalhes histéricos bem como de suas aplicacOes
sugerimos ao leitor que consulte [6,7] e referéncias.

Iniciaremos introduzindo a derivada de ordem fracionaria, segundo Riemann-Liouville e
posteriormente a compararemos com a derivada de ordem fraciondria segundo Caputo.
Gostariamos de deixar claro que estas ndo sdo as Unicas derivadas de ordem ndo inteira
conhecidas na literatura. No entanto, para este artigo introdutério, nos utilizaremos somente a
derivada segundo Caputo. O leitor pode encontrar mais detalhes sobre as outras definigdes de
derivadas de ordem fracionaria em [6,7] e referéncias.

Considere O<as1 e 6 uma funcdo suficientemente suave (detalhes sobre a suavidade da
funcBa para que as derivadas de ordem fracionaria introduzidas abaixo estejam bem definidas o
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leitor pode encontrar em [6,7]). Definimos a derivada de ordem fracionaria O<as1

Riemann-Liouville da funcdo © como
DS, 6(t)=(L/M (a-1))d/dt| _ (s=t) “6(s)ds
O<a=s1

segundo

Jé a derivada de ordem segundo Caputo é definida por

DZO(t)= (1/T (a- 1))_[ ; (s—t) “d/ds6(s)ds
Em ambas as definicbes acima ' é a funcdo Gama de Euler. Veja [6,7] para a definicdo da
funcdo Gama de Euler.

E importante observar que quando ambas as derivadas coincidem com as derivadas de
ordem inteira. Também ¢ importante salientar que as definicbes de derivadas de ordem

fracionaria se extendem a ordens superiores, isto é, para O<a€eRr .Para detalhes consulte [6,7] e
6= constante D5 6(1)

a=1

referéncias. Finalmente, é facil ver que se entdo ¢ diferente de 0,

a —_
enguanto Dc8(t)=0 . Este fato é importante na interpretacdo das condigdes iniciais de certos
sistemas dindmicos. Veja detalhes em [6,7] e referéncias. Por este motivo utilizaremos a definicéo
de derivadas de ordem fracionaria de Caputo neste trabalho.

3. MODELO DE STROGATZ

Strogatz [1] propds um modelo simples para o ritmo circadiano relacionando o ciclo sono-
vigilia e temperatura corporal. Tal modelo baseia-se em dois osciladores, que sdo escolhidos de
forma acopladas, de tal modo que, cada um acelera ou retarda o outro. Note que este modelo
ignora variaveis tais como a amplitude. O objetivo do modelo néo é o de representar a realidada,
mas o de obter algumas caracteristicas endogenas do problema.

A estrutura do modelo se apresenta da seguinte maneira: Considere dois osciladores, cujas
fases serdo denotados por 6. ¢ © , representando o ciclo sono-vigilia e temperatura corporal,
respectivamente. Embora as fases sejam nlmeros reais, muitas vezes considerados como pontos
sobre a circunferéncia do circulo de unidade. As equacdes que governam a dinamica do modelo
de fase proposto por Strogatz [1] sdo:

0", (t)= w,— A cos(211(6,-6,))

0',(t)= w,+A,cos(2m(6,-6,)) 1)

onde W”W: 530 as frequéncias intriscecas, ou seja, frequéncias internas, e
de acoplamento. Todos os parametros sdo considerados ndo-negativos.

Ae A, sdo as forcas

Oscilador Oscilador
Temperatura Corporal Sono-Vigilia

Inicio da Vigilia

Baixa Inicio do Sono

Acoplamento

Figura 1: Forma esquematica do modelo proposto por Strogatz.
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Sendo que a forma do acoplamento em que se encontram é tal que o primeiro oscilador
diminui e o segundo acelera quando estdo em fase (veja Figura 1), por isso os sinais trocados no
sistema de equacdes (1).

Nesta modelagem, consideramos que o repouso € dado por uma fragdo F do ciclo ©: e ainda
que, no inicio da atividade, ou seja, na vigilia, temos como temperatura de referéncia zero. Estas
duas hipoteses impbem as seguintes condices iniciais ao sistema de equacBes diferenciais
ordinarias (1), dadas por

el (O): 01
0,(0)=0,

Portanto o sistema de equaces diferenciais (1) com condices iniciais (2) é um PVI.
3.1 SINCRONIZACAO E DESSINCRONIZACAO NO MODELO DE STROGATZ

Nesta paragrafo discutiremos brevemente a sincronizacdo e a descincronizacdo no modelo
proposto por Strogatz apresentado acima. Para tal condidere a diferenca de fases

W(t)=6,(t)=6,(t) 3)
Segue de (1) e (3) que
W' (1)=8,"(1)=6," ()= w= Acos(2Tmy(t)) (4
onde W~ WiT W2 g 4 diferenca de frequéncias intrinsecas e~ A1t A2 6 a forca total de

acoplamento do sistema. Dada a definicdo de soncronizacdo, esta ocorre quando a forca de
acoplamento total A> W de forma que a diferenca de fases seja nula, ou seja, quando

0=y (1) .Usando (4), temos que a sinccronizacdo interna acontece quando a diferenca de
frequéncias

W =-(1/2marccos(w/A) ©)
, que é a solucdo estavel. Ja a dessincronizacdo acontece no caso contrario, ou seja quando

W>> A Neste caso a diferenca de fases continua a crescer quando um oscilador periodicamente
supera 0 outro. Veremos estes casos na secdo de resutlados numéricos abaixo.

4. MODELO DE STROGATZ GENERALIZADO

Nesta sec¢do apresentaremos 0 modelo de Strogatz generalizado, que consiste em introduzir as
derivadas de ordem fracionaria segundo Caputo como regentes na dindmica do sistema. Em
outras palavras o sistema (1) fica escrito como

D¢ 8, (t)= w,— A cos(21(8,- 8,))
D¢ 6,(t)= w,+ A,cos(21(68,- 6,)) ©)
a
onde O<as1 e 0 operador de derivadas de ordem fracionéria de Caputo De foi definido na
Sec¢do 2. As condicdes iniciais para a dindmica definida na equacéao (6) sdo as mesmas que para 0
modelo de Strogatz, ou seja, dadas pelas condicGes iniciais (2).
Antes de prosseguirmos com alguns resultados numéricos, vamos garantir resultados de boa

colocacgdo dos problemas de valor inicial (6)-(2) que, no caso particular em que a=1 garante a
boa colocacéo do problema de valor inicial (1)-(2). Lembramos ao leitor que um problema é dito
bem colocado, ou ainda, bem posto no sentido de Hadamard se existe uma Unica solucéo

(6,(1),8,(t)) para o0s sistemas em questdo e que ainda tal solugdo dependa continuamente dos
dados iniciais e dos parametros do sistema.
Teorema 1: O problema de valor inicial fracionario (6)-(2) é bem posto no sentido de

Hadamard para qualquer O<as1 . Além disso, a solugéo (6,(t), 8,(t)) também depende
continuamente da ordem fracionaria O<as1 da derivada.
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Demonstracdo: E facil verificar que [wi= A, cos(2TT(6,-8,)), w,+ A, cos(2T(8,~8,))]

como funcdo das varidveis 6,e6, é uma funcdo Lipchitiziana. Agora o resultado segue da

teoria de equacg0es diferenciais de ordem fracionaria em [6,7]. Em particular, quando =1 temos
o resultado de boa colocagéo do sistema proposto por Strogatz.

4.1 EFEITOS DE MEMORIA

Nesta subsecdo mostraremos alguns resultados que mostarm como o efeito de memoria
aparece na modelagem com derivadas de ordem fracionaria. Em particular, mostraremos como
tais efeitos de memoria afetam a sincronizacdo/descincronizacdo do modelo de Strogatz
generalizado (6) com relacdo ao modelo de Strogatz (1). Para perceber como os efeitos de
memoria agem no sistema quando aplicamos derivadas de ordem fracionaria, considere dois

pontos distintos L<ty Suponha que © seja a solugdo do PVI (6)-(2) (que ja sabemos que existe

e € Uinica) para O<as1 e vamos escrever, por simplicidade F(8(t),1) a fungéo do lado direito
da igualdade em (6). Entéo temos que

B(t,)- 8(t,)= (L/T ()] © (t,= )" £ (B(1), t)dt— (L/T ()] ; (= ) “ £ (B(), )
=T @) 1= 1= (-t £ (8(t) t)dt- (LT (a))] (=) (B(), )t

Note que, quando a=1, quantidade entre colchetes na equagfa acima é zero e portanto toda a
primeira integral é nula. Isto significa que se ja conhecemos a solucdo da equacdo diferencial no

L,

< x x > .
ponto ! , entdo podemos calcular a solu¢do da equagdo em U baseadas exclusivamente no

valor de O(te f(8(t).1) . Por outro lado, para O<a<1 , 0 mesmo termo entre colchetes ndo
se anula e portanto a integral ndo é necessariamente nula. Isto significa que, quando queremos

calcular o valor da solugdo em um ponto b temos que levar em consideragdo o que acontece com

a solucdo em todos os pontos no intervalo [0.t,] . Esta caracteristica ndo-local da modelagem
com derivadas de ordem fracionaria segundo Caputo é que pode ser considerada como efeitos de
memoria no sistema.

4.2 EFEITOS DE MEMORIA NA SINCRONIZACAO/DESSINCRONIZACAO

Nesta subsecdo daremos uma breve explicagdo de como o efeito de memoria da modelagem
utilizando derivadas de ordem fracionaria afetam a seincronizagdo/dessincronizacdo para 0
modelo de Strogatz. Tais resultados ficardo mais claros no se¢do dos resultados numéricos. Por

simplicidade vamos olhar somente para o caso de sincronizacao. Para tal, seja O<a<1l Segue
da definigéo de derivadas de ordem fracionéria que

W' (t)= D& y(t)= DL (DL W)= (/T (1- a))] | (t=s) “d/ds(DE w(s))ds.

Agora, usando a equacéo (4) para Dew(t) easeguinte mudanca de vatidveis T=1=S obtemos

que W' (t)=(21/T (1—0())'[ ; T %sen(2m(w(t- 1))y (t-T1)d 7.

A
Desta forma termos ¥ (t)=0 no modelo de Strogatz equivale a integral acima se anular. Uma

possibilidade é quando W (t=1)=0 . Ou seja, vemos um efeito de adiantamento no ponto de
sicronizagdo. Veremos isso de forma mais clara nos resutlados numéricos.

Queremos deixar claro para o leitor que dada a complexidade da integral acima ndo foi
possivel obter uma relagéo clara para o valor da sincronizacdo, como no modelo de Strogatz.
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5. RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSOES

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados numéricos para o sistema de equagdes
diferenciais fracionarias (6) para os valores de a=1;0,9;0,7;05 , sendo as condicdes iniciais

dadas por (2). Note que o caso em que 9= 1 estamos simulando o modelo de Strogatz.
Para a simulacdo numérica utilizamos uma variante do método de Adams-Bashforthm-
Moulton para derivadas de ordem fracionaria, cujo custo computacional é da ordem

N (log(N))’ , onde N é o nimero de pontos de integragdo no tempo no intervalo [0.T]  para
detalhes e analise de convergéncia, estabilidade e especificacdes do método sugerimos consultar
veja [8] e referéncias.

Nos resultados numéricos que seguem nos deteremos a analisar 0os casos em que o valor dado
para cada frequéncia equivale ao nimero de vezes que o ciclo sofreu grandes alteragdes em um
dia. Em outras palavras, consideraremos W que é a frequéncia do ciclo da temperatura
corporal, como a quantidade que representa 0 nimero de vezes que a temperatura sofreu
mudancas. Como sabemos, a temperatura aumenta gradativamente durante o dia, sendo que temos
0 maior pico de temperatura durante a noite. Ja, *? representa a frequéncia do ciclo da atividade-
repouso. Em nossas simulagdes utilizaremos %2 como sendo a guantidade de vezes que uma
pessoa mudou do estado de sono (dormindo) para o estado de movimento ou vigilia (acordado).
Como néo temos acessos a dados reais, a escolha dos valores de “* e “* foram feitos de forma
sintética, ficando a calibragem de tais pardmetros, em particular de todos os parametos no modelo
apresentado para trabelhos futuros.

Antes de apresentarmos 0s exemplos numéricos gostariamos de ressaltar mais uma vez ao
leitor que o modelo apresentado bem como os graficos que representam a solucdo do problema
geram uma caracteristica do ritmo circadiano e ndo o ritmo circadiano em si. Tais caracteristicas
serdo o fruto de uma analise particular para cada caso.

51 SIMULACOES PARA O CASO SINCRONIZADO

Nesta subsecdo apresentaremos algumas simulagdes para o0 caso sincronizado, de forma que a

escolha dos parametros do modelo obedecem o descrito acima e também que W< A para as
simulagdes que apresentaremos abaixo utilizaremos o0s seguintes valores para os parametros do

A=5A=4,w=10ew,=2. Lembramos ainda que, embora tenhamos feito
O<as<1 .
apresentaremos somente para 0s casos descritos

modelo

simulagdes para varios valores de
anteriormente.
A Figura 2 apresenta o resultado da simulacdo para o modelo de Strogatz (1)-(2) (que é

equivalente a =1 1o modelo (6)-(2)) para a escolha de parametros acima. Como pode ser visto
a sincronizacdo ocorre em t=0.1, o que é compativel com a escolha de parametos e os resultados
tedricos para 0 modelo de Strogatz.
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06~

02

| 1 | 1 1 | | 1 |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

azll

Figura 2: Caso Sincronizado para o modelo de Strogatz

Na figura 3 apresentamos a solucdo do modelo de Strogatz Generalizado (6)-(2) com a ordem

fracionéria da derivada 9=09 | E possivel perceber que a solugdo diferencia pouco com a

apresentada na Figura 2, mostrando que o resutlado do Teorema 1 foi respeitada na simulagéo

numérica. Além disso, é possivel notar que o ponto de sincronizagéo foi transladado na direcdo da

origem do sistema, conforme previsto na Subsecéo 3.2.
1.8 T T

C—— /J‘ [t)
16 ——

0.8~

04—

0 L 1 1 1 | L 1 1 L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

a=0.9

Figura 3: Caso Sincronizado modelo de Strogatz Generalizado

Na figura 4 apresentamos a solucdo do modelo de Strogatz Generalizado (6)-(2) com a ordem

fracionéria da derivada @=0-7  E possivel perceber que a solugdo apresenta caracteristicas que
ndo aparecem nas Figura 2 e 3. Além do ponto de sincronizacdo foi transladado na direcdo da
origem do sistema, conforme previsto na Subsecdo 3.2, a solu¢do mostra uma caracteristica de
concavidade voltada para baixo. Ambas as caracteristicas podem ser consideradas como efeito de
memoria do sistema.
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— (1)

—,)

08 [ = |

06 [ =

02 =1

0 1 | 1 | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4: Caso sincronizado para modelo de Strogatz generalizado a=0.7 .

Na figura 5 apresentamos a solugdo do modelo de Strogatz Generalizado (6)-(2) com a ordem

fracionaria da derivada =02 ¢ possivel perceber que a solugdo apresenta caracteristicas que
ndo aparecem nas Figura 2 e 3 e as caracteristicas de concavidade voltada para baixo se
acentuam. Neste sendido, podemos caracterizar o modelo com esta escolha da ordem da derivada,
como um modelo com muita memdria. Tal padrdo é esperado, dada a definicdo da derivada de
ordem fracionaria.

.
18 T T T T T T T T

—_— 1) 7]

—_—r(1)

il

14 .

08~ =

04 N

02 =

0 | | | | 1 | | | |
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

a=0.5 .

Figura 5: Caso sincronizado para modelo de Strogatz generalizado

Dado os resultados numéricos acima, fica claro que a modelagem do problema utilizado
derivadas de ordem fracionaria apresentam um comportamento de memoria do sistema. Para que
as escolhas dos parametros e da ordem da derivda sejam feitos de maneira compativel com a
realidade faz-se necessario a obtencao de dados reais e a utilizacdo de métodos de calibragem dos
parametros. Ambos resultados seréo fruto de trabalhos futuros.

5.2 SIMULACOES PARA O CASO DESSINCRONIZADO

Analisaremos agora 0 caso dessincronizado. Seguindo a definicdo de Strogatz, fazendo uso

para os seguintes parametros A=2,A=6,w=10ew,=1

frequéncias intrinsecas, respectivamente. Desta forma temos que

como forgas de acoplamento e
A< w
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A Figura 6 apresenta 0 modelo de Strogatz (1)-(2) para o caso dessincronizado para a escolha
de pardmetros acima. Observamos pelo grafico apresentado na Figura 6, que desde a origem, 0
grafico apresenta dessincronizacdo. A interpretacdo de tal resultado € a seguinte: O
comportamento dos osciladores ndo segue um padrdo, se apresenta de modo diferente, o que
sugere que o sistema esta em dessincronizagdo interna.

T T T T T T T T T

—_— (1)

— UE(I)

0 1 L 1 L | 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 6: Caso dessincronizado para modelo de Strogatz a=1 .

As Figuras 7, 8 e 9 representam a solucdo do modelo de Strogatz generalizado para

a=0.9,0.7e0.5 , respectivamente. Notamos que a diferenga entre o gréfico da solucdo do
modelo de Strogatz e do modelo de Strogatz generalizado para apresenta diferenca consideravel.
Os osciladores parecem procurar um padrao em determinado periodo mais longo quando tratamos
do modelo de Strogatz generalizado quando comparado com o0 modelo de Strogatz da Figura 6.
Observamos que este efeito é cada vez mais evidente, quanto menor o valor da derivada
fracionaria , como é possivel observar nas Figuras 8 e 9. Tais efeitos sdo compativeis com 0s
processos de memoria para 0s quais 0 modelo de Strogatz generalizado € proposto. Em outras
palavras, esse padrdo visualizado nos gréaficos é compativel com modelos que utilizam meméria
tanto do ponto de vista tedrico e também é o observado na préatica, dando assim o suporte ao
modelo proposto.
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Figura 7: Caso dessincronizado para modelo de Strogatz generalizado
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Figura 8: Caso dessincronizado para modelo de Strogatz generalizado a=0.7 .

— ] (t)
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Figura 9: Caso dessincronizado para modelo de Strogatz generalizado a=05 .
Novamente salientamos que uma concluséo definitiva quando a ordem da derivada a ser

utilizada, bem como dos pardmetros do modelo sé sdo possiveis a partir da comparacéo

(calibragem) a partir de dados reais, dados estes que os autores ndo conhecem no momento.

6. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos um modelo bastante simples para o compreendimento da
dindmica do ritmo circadiano, para o qual introduzimos as derivadas de ordem fracionéria como
uma alternativa para descrever efeitos de memaria no sistema. A este modelo denominamos de
Modelo de Strogatz Generalizado. Embora tenhamos conseguido garantir resutados de boa
colocacdo para o modelo de Strogatz generalizado, ndo foi possivel, neste trabalho, obter de
forma explicita a solugdo do sistema, nem mesmo os pontos de sincronizagdo do modelo, em
contraste ao modelo de Strogatz (1)-(2). Tal fato deve-se em partes as complicagdes impostas pela
definigdo das derivadas de ordem fracionéria. Por outro lado, apresentamos resultados numéricos
gue descrevem de maneira bastante precisa a solu¢do do problema (garantido pelos resultados de
precisdo do método numérico utilizado). Também percebemos que os resultados numéricos
reproduzem os efeitos de memoria esperados, fazendo com que os pontos de sincronizacdo dos
modelos sejam sentidos de maneia adiantada quando comparados com os resultados o modelo de
Strogatz.
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Temos alguns objetivos a serem atingidos em trabalhos futuros. Dentre estes esta a obtengédo
de dados reais para a calibragem dos parametros no modelo e a ordem da derivada, além de obter
resultados analiticos para os pontos de sincronizagdo no modelo de Strogatz generalizado.
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