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O método multicamadas de advecgdo-difusio (ADMM) produz solugBes semianaliticas precisas dos
problemas de valores de contorno/iniciais para equacfes de adveccao-difusdo com coeficientes variaveis
gue modelam a dispersdo de poluentes na atmosfera, e apresenta 0 menor custo computacional quando
comparado com outros métodos baseados em transformadas integrais. Contudo, em situacdes operativas
tais como desastres naturais/industriais que resultam na fuga de poluentes na atmosfera, é necessario
aferir rapidamente e com exatiddo a distribuicdo da concentragdo dos poluentes no nivel do solo para
minimizar o impacto na salde e na economia. Aqui, para acelerar a disponibilidade de resultados com
minima perda de precisdo, 0 ADMM é combinado com homogeneiza¢do matemaética, cujo emprego na
modelagem de dispersdo de poluentes parece ser novidade. A abordagem proposta é comparada com a
aplicacdo direta do ADMM e as observagdes do experimento de Hanford para avaliar a exatiddo das
estimativas, assim como sua eficiéncia computacional, considerando condigdes atmosféricas estaveis. Os
resultados mostram que a combinagdo do ADMM com a homogeneizacdo matematica apresenta uma
reducéo significativa no custo de tempo computacional.

Palavras-chave: modelagem da dispersdo de poluentes na atmosfera, método multicamadas de advecgao-difusdo, homogeneizacdo
matematica

The multilayer advection-diffusion method (ADMM) produces accurate semi-analytical solutions of
boundary/initial value problems for advection-diffusion equations with variable coefficients that model
pollutant dispersion in the atmosphere, and presents the lowest computational cost when compared to
others methods based on integral transformations. However, in operational situations such as
natural/industrial disasters resulting in the escape of pollutants into the atmosphere, it is necessary to
quickly and accurately measure the concentration distribution of pollutants at ground level to minimize
the impact on health and the economy. Here, to accelerate the availability of results with minimal loss of
precision, the ADMM is combined with mathematical homogenization, whose use in the modeling of
pollutant dispersion seems to be new. The proposed approach is compared with the direct application of
ADMM and the observations of the Hanford experiment to evaluate the accuracy of the estimates as well
as their computational efficiency considering stable atmospheric conditions. The results show that the
combination of ADMM with mathematical homogenization presents a significant reduction in
computational time cost.

Keywords: modeling the dispersion of pollutants in the atmosphere, advection-diffusion multilayer method, mathematical
homogenization

1. INTRODUCAO

O método multicamadas de advecgdo-difusdo (ADMM, siglas em inglés - ver [1]) é um dos
métodos baseados em transformadas integrais utilizados para resolver analiticamente o0s
problemas de valores de contornof/iniciais para equacdes de advecgdo-difusdo com coeficientes
variaveis que modelam a dispersdo de poluentes na atmosfera. Foi relatado em [2] que o
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ADMM produz estimativas da concentragdo de poluentes tdo exatas quanto as produzidas
mediante outros métodos baseados em transformadas integrais tais como o GILTT (siglas em
inglés para técnica da transformada integral de Laplace generalizada - ver [3]), mas com custo
computacional significativamente menor. Esta Ultima caracteristica é essencial em situagcdes
operativas tais como em desastres naturais/industriais nas quais estimativas precisas e rapidas
(idealmente em tempo real) da distribuicdo e concentragdo a nivel do solo dos poluentes
liberados na atmosfera. Assim, a disponibilidade de estimativas rapidas e precisas em condi¢des
operativas é necessaria para a prevencao e diminuicdo do impacto de emergéncia de poluigdo
tanto na salde quanto na economia.

O ADMM considera a aproximacao constante por partes dos coeficientes continuos do perfil

de velocidade do vento e da difusividade turbulenta na direcéo vertical z<[0,h] (h é a altura

da camada limite planetéaria (CLP)), e a aplica¢do da transformada de Laplace. Tal aproximacao
¢ a média local dos coeficientes variaveis em cada subcamada. Dessa forma, o problema
original com coeficientes continuos é aproximado por um problema com coeficientes constantes
por partes que produzird resultados mais precisos e com maior custo computacional a medida
que a discretizagdo da CLP for mais fina.

Neste trabalho, para acelerar a disponibilidade de resultados com a menor perda de exatidao
possivel, 0 ADMM ¢é combinado com homogeneiza¢do matematica [4,5,6]. De forma resumida,
a homogeneizagdo de meios heterogéneos baseia-se nas hipoteses de separacdo de escalas
estruturais e do continuo. Isto é, a estrutura do meio (aqui, a CLP) é caracterizada por um
pardmetro geométrico pequeno ¢ definido como o quociente dos comprimentos caracteristicos
de ambas as escalas microscépica e macroscopica, de maneira que propriedades efetivas ou
macroscopicas podem lhe ser atribuidas ao meio heterogéneo (sempre que as condigdes de
contorno sejam uniformes). Com tais considerages, a hipétese de homogeneidade equivalente é
valida, ou seja, existe um meio homogéneo ideal que é equivalente a0 meio heterogéneo no
sentido de que as propriedades fisicas do primeiro sdo as propriedades efetivas do segundo. Do
ponto de vista matematico, a hip6tese de homogeneidade equivalente é valida se a solucdo do
problema original (aqui, do ADMM) com coeficientes variaveis (aqui, constantes por partes),
que modela o meio heterogéneo (aqui, a CLP), converge para a solu¢do do chamado problema
homogeneizado com coeficientes constantes, que modela 0 meio homogéneo associado, na

norma do espaco em que tais solucdes sdo procuradas quando & — 0. Em outras palavras, a
norma da diferenca de tais solugdes é de ordem de uma poténcia de ¢. Aqui, os coeficientes
efetivos da difusividade turbulenta vertical e do perfil da velocidade média do vento sdo obtidos
a partir do problema do ADMM no espaco de Laplace para condi¢des estaveis. Segundo nosso
melhor conhecimento, a aplicagdo da homogeneizagdo matematica @ modelagem da disperséo
de poluentes na atmosfera parece ser uma novidade na area.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: a se¢do 2 contém a formulagéo do problema
original; as se¢des 3 e 4 descrevem o0s processos de solugdo do problema via 0 ADMM na sua
forma pura e em combinagdo com a homogeneiza¢do matematica, respectivamente; resultados
de varias simulacfes sdo apresentados e discutidos na secdo 5; e as conclusdes finais sdo
declaradas na secdo 6.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere o sistema de coordenadas cartesiano Oxyz tal que a fonte de poluentes esta
localizada no ponto (0,0,H;) e a diregéo do vento é paralela ao eixo x. Nesta abordagem inicial

da homogeneizagdo matematica na modelagem da dispersdo de poluentes, considera-se o
modelo estacionario bidimensional obtido da equacdo de advecgdo-difusdo de [7] ao integrar
lateralmente e desprezar a difusdo longitudinal.

O modelo descrito acima é formulado como segue: dados h,QeR’, H,e(0,h), e

uKe C([O, h]) , encontrar e 5—[1(R+ [0, h]) tal que



K. Rui et al., Scientia Plena 13, 049902 (2017) 3

o) & oc) .
U(Z)EZEIK Z)E:l xeR,,ze(0,h), (1)
oc) ac) .
K(O)E _OZK(h)E _hZO,XER+, (2)
u(z)¢¥ (0,2)=Qs8(z—Hs), 2 (0,h), 3)

em que u(z) é a velocidade média do vento, K(z) é a difuséo turbulenta, c_y(x,z) € a
concentracdo média de poluentes integrada lateralmente, C(-) é o espago das funcdes
continuas, H 1() é 0 espaco das funcbes de quadrado integravel cujas derivadas de primeira
ordem séo de quadrado integravel, Q é a taxa de emisséo da fonte poluidora, e 5(-) é a funcéo

delta de Dirac. Para simplificar a notacdo, escreve-se c(x,z):c_y(x,z). Neste trabalho,
consideram-se as seguintes parametrizacSes de K (z) e u(z) de [8] e [9], respectivamente:
K(z 4/5
K@) _o13(2) (1-2). (4)
u.h h h
em que u, € a velocidade de atrito, e

M:Hp, )

em que u, € a velocidade do vento na altura z=1z, e p esta relacionado a intensidade da
turbuléncia [10].

Observe que as condi¢des de contorno (2) serdo satisfeitas se K(0)=K(h)=0, que é de
fato o caso da parametrizacdo (4) e de muitas outras na literatura. Contudo, como notado em
[11], K(z) deve ser ndo nulo para que a difusdo vertical ocorra, ou seja, K(0)=0. Observe
também que a parametrizagéo (5) é tal que u(0)=0, de maneira que condicdo de contorno (3)
poderd ser satisfeita admitindo concentracdo de poluentes ndo nula na base da fonte poluidora,
ou seja, ¢(0,0)=0, o que contradiz a fisica do problema. Ainda, a condicdo contorno (3)

rescrita como ¢(0,z)=Q&(z—Hg)/u(z) produz uma forma indeterminada do tipo 0/0 em
z=0, que de fato converge para c¢(0,0)=0 quando z—0", pois §(—~Hs)=0 e u(z)=0 na
vizinhanga de z=0. Por outro lado, tais irregularidades sdo corrigidas de maneira natural pelo

ADMM ao tomar aproximacdes constantes por partes de K(z) e u(z) definidas pelos seus
valores médios locais como se vera a seguir.

3. APLICACAO DO ADMM
Seja {zn}nzﬁc[o,h], NeN, z,=nAz, uma particdo uniforme da CLP. Em cada

subcamada (z,4,z,), n=1N, de espessura Az=z,-1z,, da CLP, considere os valores
médios de K(z) e u(z):

1 ¢z, 1 g
K, :ELHK(z)dz eup, —EJ‘ZHU(Z)dZ : (6)

que definem aproximacdes constantes por partes de K(z) e u(z).
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Seja ¢, (x,z)=c(x,z), (x,z)eR: x(Zp_1,25), n=1N . Assim, o problema original (1)-(3)
é aproximado pelo problema

2 —
n%?anaaz—CZ”, xeR},z2e(2y4,2,),n=LN, @)
Cn(%27)=Craa (X, 2y ), xR ,N=1,N —1, (8)
niﬁ K, Fndl Y eRT n-IN-1, 9)
ZZ:Z’.I =17,
Gl %N _gxeR", (10)
oz oz i
z=0 z=h
cn(O,z):g6(z—Hs)5nﬁ, ze(zy4,2,),n=LN, (12)
un

em que condicdes (8) e (9) impdem a continuidade nos pontos da particdo z=z,, n=LN -1, a
concentragdo de poluentes e ao fluxo turbulento, respectivamente. Ainda, &,; na condigdo de
contorno (11) é a delta de Kronecker (6,; =1 se n=n, 8,7 =0 sen=n),emque n=n indica
a subcamada da CLP em que a fonte poluidora esta localizada, ou seja, Hg € (271,25 ) -

De aplicar a transformada de Laplace L[] em relacdo a variavel x ao problema ADMM
dado por (7)-(11), segue que, paracada seC,

d%c, u.s —
dTgZ”—KLgn(s,z):—Kg5(z—Hs)5m,Ze(zn_l,zn),nzl,N, (12)
n n

Sn (szn):§n+l(s'zn)'n:11N -1, (13)

nddﬁ =Kn+1dz”+1 n=LN-1, (14)
Z |7, Z 7=

dal _den o, (15)

dz z=0 dz z=h

em queg,(s,z)=L[c,(xz)]. Logo, paraze(z,4,z,), n=LN, a solugio do problema
ADMM no espaco de Laplace dado por (12)-(15) é

B Qsenh{R, (s)(z—Hs)}
KnRy ()
em que R,(s)=/u,s/K, e H(-) éa funcho de Heaviside. Os coeficientes constantes A, e
B, em (16) séo obtidos resolvendo o sistema de equacdes algébricas lineares que resulta de
substituir (16) nas condigdes (13)-(15).
Logo, a solucdo do problema ADMM (7)-(11) segue de aplicar a transformada de Laplace
inversa Jfl[-] a (16). Note que a complexidade da solugdo (16) requer inverter numericamente

a transformada de Laplace, de maneira que a solucdo final é semianalitica. O algoritmo de
inversdo mais utilizado é a quadratura de Gauss, mas aqui utiliza-se o algoritmo Fixed-Talbot

[12] que é computacionalmente mais robusto (também, ver [13]). Portanto, paraz € (z,_1,2,),
n=1N, asolugho ¢, (x,z)=L"[s,(s.z)] do problema ADMM (7)-(11) é

cn(s:2)= A exp{R,(s)z}+B,exp{-R,(s)z}

H(z=Hg)Sy, (16)

M-1

cn(x,z)=ML %gn(r,z)exp{rx}+ kz:lRe{exp{xs(ek)}gn(S(Hk),z)(1+ia)(¢9k))} , (17)
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emque reR’, éfixo, i=v-1,e S(4)=ré (cotg, +i), o(4)= 6 +(6 cotf, —1)cotd,, e
0 =kz/M e(-x,7) (para mais detalhes, ver [12]).

4. HOMOGENEIZACAO MATEMATICA

O problema homogeneizado associado ao problema ADMM no espago de Laplace (12)-(15)

é
d’z ds_ Q
—2 ——C(s,2)=——=6(z—-H.),z<(0,h), 18
dZZ K ( ) K ( S) e( ) ( )
gl L L, (19)
dz z=0 dz z=h

em que g(s,z) é tanto o valor médio de ¢(s,z) quanto a transformada de Laplace da
aproximacéo T (x,z) obtida via homogeneizagédo matemética da solugdo do problema ADMM
(7)-(11), ¢ (s.2) =£[6(x, z)] , e 0s coeficientes efetivos U e K sdo aproximados pelas médias
aritmética e harmdnica, respectivamente, das aproximacdes constantes por partes de u(z) e
K(z), ou seja,

o1 _Leh dz _1ch dz N

“ 0 K(z) hI hnZK (0)
(S

a:-j dz~—j dz——Zun (21)

Para justificar matematicamente a formulagao do problema homogeneizado (18)-(21),
observe que, para cada seC e cada N e N, o problema ADMM no espago de Laplace (12)-
(15) pode ser escrito como

_%{K(z)z—j}+g(z)3g(s,z)=Q5(z—Hs),ZG(O,h)\{zn},nzl,N—1, (22)

[s(s. z)]]Z _=0,n=LN-1, (23)
del g p-IN-1

ng(z)a]lz_z =0,n=1,N-1, (24)

dg de|  _

EzO Ez:h_oy (25)

emque - _  denota o operador de salto nos pontos de descontinuidade z =z, de K (2)=K,

e u(z)=u,, z€(z,4.2,), e as derivadas séo consideradas no sentido generalizado (ver, por
exemplo, o Capitulo 1 de [6]. Este problema tem uma solugéo generalizada ¢(s,z)=¢(s,2)

cuja existéncia pode ser provada mediante um principio do maximo (por exemplo, o Lema 1.1,
pagina 95, de [14]). Tomando o pardmetro geométrico que descreve a separacdo de escalas

como ¢=1/N, tem-se que N — o é equivalente ag — 0", isto &, o limite no qual se baseia a
homogeneizagcdo matematica. De aplicar o Lema 4.1, pagina 63, de [15], segue que se existem

K,GdeR: e FeH(Cx[0,h]) tais queK™'(z)>K™, u(z)>0, e ¢(s,2)>Z(s2)
quando N — oo, entdo, para cada seC, 5(s,z) € solucéo de (18) e K(z)dg/dz—ﬂ(d?/dz

guando N — o0, 0 qual é aplicado para obter as condi¢des de contorno (19). Por outro lado,
para o caso puramente difusivo, em [16] provou-se, mediante uma abordagem que envolve



K. Rui et al., Scientia Plena 13, 049902 (2017) 6

funcdes de Green e teoremas de valor médio, uma formula cuja versdo unidimensional é
. -1 h

K =<I§‘1(z)> , €m que <'>:h_1.[o (-)dz é o operador de valor médio, que coincide com a
férmula (20) para o coeficiente efetivo da difusividade turbulenta. Ainda, se o dominio é ¢ -
periédico, o Teorema 2.6, pagina 33, de [17] garante que Ig‘l(y)—><lg‘l(y)>Y e
u(y)—(u(y)), quandoN — oo, com o operador de valor médio ('), Y It J'Y(-)dy definido

localmente sobre o periodo estrutural Y >y =2z/¢. Dado que, neste caso, o valor médio local
coincide com o valor médio sobre todo o dominio, é possivel identificar (-) com <>Y , 0 qual

leva a tomar K =<I§‘1(z)>71 e u :<g(z)>, gue no caso unidimensional se transformam nas
férmulas (20) e (21) para os coeficientes efetivos.

Logo, sendo IQ(S) =M a solucéo do problema homogeneizado no espago de Laplace
definido por (18)-(21) é

2(s.2)= Q {cosh{f{(s)z}

-6 Senh{ﬁ(s)h}cosh{ﬁ(s)(h—HS)}—senh{ﬁ(s)(h—HS)}H(z—HS)} (26)

Dessa forma, a aproximacdo por homogeneizagdo matemdtica da solugdo do problema
ADMM (7)-(11) segue de aplicar a transformada de Laplace inversa a (26). Como na se¢éo
anterior, devido a complexidade da solucdo (26), € necessario inverter numericamente a
transformada de Laplace, de maneira que a aproximacao final da solucgdo é semianalitica, para o
qual utilizamos o algoritmo Fixed-Talbot de [12]. Assim, a aproximagdo por homogeneizagdo
matematica da solugédo do problema ADMM (7)-(11) é

c(x,z) =ﬁ{%5(r, z)exp{rx} + l\:z:_llRe{exp{xS(ek )13 (S(6¢) 2)(1+iw (6 ))}} (27)

5. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para avaliar o desempenho da abordagem proposta combinando o ADMM e
homogeneizacdo matematica dada por (26)-(27), foram realizadas simulagdes computacionais
cujos resultados foram comparados com os resultados da aplicacdo direta do ADMM dada por
(16)-(17), e com as observagdes do experimento de Hanford [18]. Os pardmetros usados no
algoritmo de inversdo numérica da transformada de Laplace s&%0 M =100 er =2M /901x .

Este experimento foi realizado em Hanford, uma regido semiarida no sudeste de Washington
(EUA), no periodo de 18/05/1983 a 27/06/1983. A superficie do terreno é plana com vegetacao
de gramineas de 1 a 2m de altura e comprimento de rugosidade de z, =0.03m. O experimento

consistiu em liberar o tracador hexafluoreto de enxofre (SFg), de uma torre com vazdo de
Q=0.3g/s a uma altura de Hy =2m. Foram conduzidos seis experimentos. Os dados foram

coletados a 1.5m do solo em cinco arcos de amostragem localizados a distancias de 100m,
200m, 800m, 1600m e 3200m a partir da fonte com distancia angular de 8°, 4°, 4°, 2° e 3°,
respectivamente. Uma torre meteoroldgica de 122m foi instalada a 100m ao norte da area de
liberagdo com sensores de velocidade e dire¢do do vento, e temperatura em altitudes de 2.1m,
9.1m; 5.2m, 30.5m, 61m, 91m e 122m para monitorar as condi¢cdes durante as liberacbes dos
tracador para garantir que o material fosse langado durante periodos de condi¢des de vento e de
estabilidade adequadas. As liberacdes ocorreram durante condi¢des de moderadamente estaveis
a quase-neutras.

Figura 1 apresenta os perfis horizontais da concentracdo de poluentes proxima do nivel do
solo resultados das simulagfes computacionais de ambos os métodos em comparagdo com as
observagdes do experimento de Hanford para p=0.35 e z =10m em (5). Nas diversas
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simulacdes realizadas observou-se que a aplicacdo direta do ADMM (16)-(17) consumiu de 15 a
20 vezes mais tempo computacional que a combinacdo do ADMM com a homogeneizacdo
matematica (26)-(27). Este fato é relevante quando se lida com uma grande quantidade de
dados. Por outro lado, observa-se na Fig. 1 que ambas as curvas tém o mesmo comportamento
qualitativo, sendo que a abordagem proposta subestima (resp. superestima) os valores da
concentracdo de poluentes em regides préximas (resp. afastadas) da fonte poluidora. Mesmo
assim, a abordagem proposta fornece boas aproximagdes da concentracdo em comparagdo com
as observagdes experimentais.

20 I I I I I ! I

18 —ADMM -
—ADMM+HM

O Experimento - " )
16 — —
140

14

c/Q (10°%s/m?)

x (km)
Figura 1: Comparacao dos resultados da solugdo ADMM (16)-(17) e a aproximagao por
homogeneizacdo matematica (26)-(27) das simula¢des computacionais junto com as observacdes do
experimento de Hanford

Para avaliar a precisdo dos resultados obtidos via a abordagem proposta em comparagdo com
os resultados obtidos via 0 ADMM e as observagdes do experimento de Hanford, o desempenho
de ambos 0s métodos é medido em termos dos indices estatisticos propostos em [19], a saber, 0
erro quadratico médio normalizado (NMSE), o coeficiente de correlacdo (COR), o fator de dois
(FA2), o viés fracionério (FB), e o desvio padrdo fracionario (FS). Estes indices estatisticos sdo
calculados como segue, em que a barra indica a média aritmética e o denota o desvio padrao:

2
_(CP_CO)
NMSE =22/ (28)
CpCo
¢, -, )(c, —C
COR:( =% )% p), (29)
O'OUp
C
FA2 = (percentual de)c—p €[0.5,2], (30)
0
c,-C
FB=—1P _, (31)
0.5(Cy +Cp)
Fs=—°"% (32)

0.5(00 + Gp)
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A Tabela 1 apresenta os valores dos indices estatisticos (28)-(32) dos resultados das
simulacBes computacionais apresentados na Fig. 1. Como esperado, observa-se que a precisdo
da abordagem proposta é inferior a do ADMM, mas aceitavel, sobre tudo quando se considera o
ganho em tempo na disponibilizacdo dos resultados, o qual é muito Gtil para avaliagdes iniciais
em situacdes de emergéncia.

Tabela 1: indices estatisticos em comparag&o com o experimento de Hanford (valores ideais)

Método NMSE (0)  COR (1) FA2 (1) FB (0) FS (0)
ADMM+MH 0.06 0.939 0.889 -0.134 0.160
ADMM 0.12 0.866 0.722 -0.176 0.035

Ainda, tal perda de precisdo pode ser superada considerando outros aspectos da
homogeneizacdo matematica. Com efeito, aqui se considerou apenas a aproximacdo de ordem
zero, isto €, a solucdo do problema homogeneizado. Seguindo a metodologia da
homogeneizacdo assintdtica, é possivel construir solugbes assintéticas de qualquer ordem, o
qual permite ter boas aproximacgdes da solugdo exata do problema original com a precisdo
desejada.

6. CONCLUSAO

Neste trabalho, para acelerar a disponibilidade de resultados com a menor perda de exatidao
possivel, apresentou-se a combinacdo do ADMM com homogeneiza¢do matematica. Segundo
nosso melhor conhecimento, a aplicacdo da homogeneizacdo matematica a modelagem da
dispersdo de poluentes na atmosfera parece ser uma novidade na area. Para avaliar o
desempenho da abordagem proposta combinando o ADMM e homogeneiza¢do matematica,
foram realizadas simulagbes computacionais cujos resultados foram comparados com 0s
resultados da aplicacdo direta do ADMM e as observagbes do experimento de Hanford. Nas
diversas simulacOes realizadas observou-se que a aplicacdo direta do ADMM, o qual apresenta
0 menor custo computacional quando comparado com outros métodos baseados em
transformadas integrais, consumiu ~15-20 vezes mais tempo computacional que a combinagédo
do ADMM com a homogeneizacdo matematica. Este fato é relevante tanto quando se lida com
uma grande quantidade de dados, quanto em avaliages iniciais em situacfes de emergéncia, o
gual compensa a pequena perda de precisao observada.
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