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Na primeira parte do trabalho discutimos estados de corpos sujeitos a acdo da forca gravitacional usando
um modelo hidrodindmico. Obtemos uma condicéo para o estado de equilibrio de um corpo na forma de
uma equacao diferencial que relaciona a distribuicdo de pressdo e densidade de massa no corpo.Foram
consideradas as distribui¢es de densidade de forma constante, potencial, exponencial e gaussiana. Foram
obtidas as expressdes exatas para distribuicdo de massa e pressao. Os resultados também s&o apresentados
graficamente. Na segunda parte discutimos processos de contragdo de um corpo esférico em termos de
Mecénica Newtoniana usando modelo de poeira. Foi obtida a expressdo para estimagdo do tempo de
contracdo até o raio gravitacional do corpo. S&o apresentados valores do tempo de contracdo para 0s casos
de corpo inicial de tamanho estrelar e de tamanho de estrela de néutrons.

Palavras-chave: esfera de equilibrio, modelo hidrodindmico, contra¢éo gravitacional

Equilirium Spheres and Some Estimates of Processes of Gravitational Contraction.

In the first part of the work we discuss states of objects subjected to the action of the gravitational force
using a hydrodynamic model. We obtain a condition for the state of equilibrium of an object in the form
of a differential equation which relates the pressure distribution and mass density in the object. There
were considered the density distributions of the form: constant, potential, exponential and Gaussian.
There were obtained exact expressions for the distributions of mass and pressure. The results are also
presented graphically. In the second part of the work we discuss processes of contraction of a spherical
body in terms of Newtonian Mechanics using dust model. There was obtained the expression for estimate
of the contraction time to the gravitational radius of the body. Figures of the contraction time for initial
body of a stellar and neutron star size are shown.

Keywords: equilibrium sphere, hydrodynamic model, gravitational contraction

1 Introducéo

De acordo com uma visdo moderna uma estrela é considerada como uma esfera massiva de
gas (ou mais exato de plasma), mantida integra pela forca de gravitacdo propria. A estrutura
interna de estrelas é bastante complicada e depende de massa estrelar. Para estrelas de massa
solar (0,5-1,5 de massa solar) da sequéncia principal da diagrama de Hertzsprung-Russell a
estrutura interna inclui: um ndcleo, uma zona de radiagdo e uma zona de convecgdo. As estrelas
massivas (com massa maior de 1,5 de massa de Sol) possuem nucleo convectivo acima de qual
é localizada a zona de radiacdo (ou um envelope de radiacdo). Nas estrelas de massa menor de
0,5 de massa de Sol a zona de radiag&o é ausente (diz-se que estrelas possuem um envelope de
conveccao). Nas estrelas da sequéncia principal a energia estad sendo gerada pela queima de
hidrogénio em hélio através de fusdo nuclear em seu nucleo. Na classificacdo de estrelas fora da
sequéncia principal sdo distinguidas estrelas de tipos: subgigantes,gigantes, gigantes luminosas,
supergigantes, hipergigantes, sub-ands, estrelas retardatarias azuis. Nas estrelas destes tipos a
energia é gerada principalmente pelo mecanismo de fusdo nuclear. Além disso sdo consideradas
as estrelas pré-sequéncia principal. A fonte de energia desses objetos é causada somente pela
contracdo gravitacional em oposicdo & fusdo nuclear em estrelas de outros tipos. Estrelas de
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varios tipos possuem caracteristicas especificas de estrutura, mecanismos da producdo e
transporte de energia. Para alguns tipos de estrelas sdo construidos os bons modelos que
descrevem adequadamente as caracteristicas observadas das estrelas, para outros tipos 0s
modelos estdo em processo de construcao e discusséo.

O modelo mais simples de estrutura estelar é a aproximacdo quase-estatica de simetria
esférica.Uma discussdo desse modelo é apresentada em Refs. [1], [2]. O modelo assume que a
estrela possui simetria esférica e estd em estado de equilibrio hidrostatico. O modelo é baseado
em um conjunto de equacdes diferenciais ordinarias. Duas equacBes descrevem variacdo de
matéria e pressdo na direcdo radial. Outras equacOes descrevem variacdo da luminosidade e
transporte de energia. Para determinacdo da luminosidade, precisa da caracteristica taxa de
producdo de energia. Esta caracteristica € determinada através de um mecanismo principal de
transporte de energia: radiacdo ou convec¢do.O conjunto das equacdes do modelo compde um
sistema das equagdes ndo lineares, que pode ser resolvido em geral por métodos numeéricos.

De fato nesse modelo as duas equagdes para matéria e pressao sao desacopladas das outras
equacOes, pois elas ndo contém parametros como temperatura, taxa de producdo de energia,
luminosidade, portanto podem ser consideradas separadamente. Impondo uma funcdo da
distrubuicdo de densidade da matéria na estrela, é possivel obter a distribuicdo de presséo.
Adicionando uma equacdo de estado para pard@metros termodindmicos, como por exemplo a
equacdo de estado de um gés perfeito, é possivel calcular a temperatura na estrela. Adicionando
ainda uma relacdo apropriada para taxa de producdo de energia, € possivel estimar a
luminosidade da estrela. De tal maneira pode ser construido um modelo analitico. Claro que
esse modelo é simplificado, mas permite fazer estimacdes de algumas caracteristicas principais
de estrela, tais como: densidade central, temperatura central, luminosidade em termos de raio e
massa de estrela. Tal forma de constru¢do de modelo analitico foi discutida em Ref. [3], onde
foi usada a distribuicdo de densidade na forma linear,chamado modelo linear de estrela.
Entretanto, o uso da densidade na forma linear ndo parece muito realistico.

Nesse pequeno trabalho usamos os modelos analiticos com vérias distribuicbes de
densidade com aspectos mais realisticos. Uma peculiaridade dos modelos propostos no trabalho
¢ a possibilidade de resolver as equacdes diferenciais analiticamente. No trabalho focalizamos
na obtencdo da distribuicdo de pressdo na direcdo radial e pressdo central, ignorando a
determinagdo de outros parametros. Discutimos os modelos com distribuicGes de densidade das
formas potencial, exponencial e gaussiana. No inicio discutimos também um modelo com
densidade constante para demonstrar transparentemente os passos realizados nos calculos, e
para introduzir notagdes usadas posteriormente. As distribuicdes de massa e de pressdo obtemos
na forma analitica. Para realizar os calculos foram usados varios métodos de fisica matematica
disponiveis na literatura, por exemplo [4], [5], [6]. Para visualizacdo e comparagdo dos
resultados apresentamos também os resultados graficamente. Na conclusdo discutimos os
resultados obtidos e suas aplicacdes possiveis.

Na segunda parte do trabalho apresentamos na forma bem detalhada estimagao de tempo de
contracdo gravitacional de um corpo esférico em modelo de poeira na abordagem da Mecéanica
Newtoniana. Para descrever o processo na forma mais realistica foi discutida a contracdo do
corpo até o seu raio gravitacional. O problema é levada a estimacdo de uma integral impropria
com um limite varidvel. A estimacdo da integral foi realizada com uso de decomposi¢do em
série da fungdo na integral.

2. Esferas de Equilibrio

Consideramos uma esfera de gas esfericamente simétrico de raio R em estado de equilibrio.
A coordenada radial r dentro varia como 0 < r < R. Escolhemos um fragmento infinitesimal
de volume dV dentro da esfera. As forcas que atuam no fragmento de volume dV séo forcas de
pressao e forca gravitacional. Em estado de equilibrio a forca resultante é nula (forca
gravitacional é equilibrada pela forca de presséo), portanto (Ver Fig. 1).
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Fy+ Fpu+Fpy =0 @)
onde:
M,.dm 2)
= Gr—z.Fm = p14s, Fpp = p2As

dm = pdV = pdrAs é a massa do fragmento infinitesimal considerado, p é a densidade da
substancia de gas, p; = p(r),p, = p(r + dr) sdo pressGes nos pontos indicados, As € um
elemento infinitesimal de area perpendicular a direcdo radial, M,. é a massa dentro da esfera de
raio r.

r ©)
M, = f4np(r)r2dr
0

Levando em conta os sentidos das forgas temos:

M, pdrAs 4
—Grpr—2+p(r)As—p(r+dr)As =0 “)

Apresentando a diferenca das pressdes nos pontos proximos

_dp (5)
p(r) —p(r+dr) = I dr
Chegamos a equacéo diferencial ordinaria
dp _  Myp (6)

dr r2

que relaciona a funcéo de distribuicdo de densidade da substancia de gas p(r) e pressao p(r).

Na superficie da esfera a presséo é nula. Obtemos assim a condigdo de contorno no ponto r = R
p(R)=0 ()

Mostraremos varias formas de distribui¢do de densidade da substancia na esfera que faz com

que obtenhamos solugdes exatas para distribuicao de pressao.

2.1  Densidade Constante

Escolhemos que a densidade da substancia dentro da esfera seja constante

p(r) = py = const (8)

Pela Eq. (3) temos para M,
9)

-
41 4mpoR3 /13

M, = f41rp0r2dr = ?p0r3 =3 (E)

0
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Sendo que a massa total da esfera é

41
Mp = 3p O R3 (10)

Para determinagdo de p(r) da Eqg. (6) temos a equacao diferencial

dp 4Py 5 (T3 Po
— = ¢—L=Rp3(=) =
dr 3 (R) r?
ou
dp _4nGp§ R 7 (11)
ar 3

com a condicao de contorno (7). Resolvendo a Eq. (11), temos

2

r
) o= g [T (T A0y
0

onde po = p(0) é a pressdo no ponto r = 0. Aplicando a condicdo de contorno (7), obtemos

14nGp} (12)
po=5—5—R?
2 3
4mGpi 1 r?
p(r) = 3 §<1 “R? (13)

As distribuicdes de p(r), M,.(r), p(r) sdo mostrados na Fig. 2.

g
m

Figura 1: Esquema das forgas.

2.2 Funcéo de Distribuicéo da Densidade na Forma Potencial
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Escolhemos a distribuicdo de densidade da substancia na forma potencial

n 14
p(r) = Po(l—%> 4

Pela Eq. (3) temos para M,

M, = Of4np0<1 _—> Zdr = 47Tp0R30f<1——>— (%)

T

T
r¢ r rnt2.
_ 3
0 0
— 4o R 173 1 ™3] 4mpR® r3[ 3 " (15)
TP 3R T 3R*3| T 3 RSl n+3R"

p/po. My/Mg
1

0.8

0.6

:
02 04 06 08 1 R

Figura 2: Distribuicdo de p, M,., p para p = const.

sendo que a massa da esfera é

_ 4mpyR3 [1 ] 47rp0R3 n (16)
=03 n+3 n+3

Para determinacg&o de p(r) da Eq. (6) temos a equacéo diferencial
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d 4mpoR3 13 3 r*\ 1
2o

dr 3 R3 n+35r_2
_4mpiR T n+6rt 3 rm (17)
=73 R\' n+3r Tn+3R™

Resolvendo a Eqg. (17), temos

.
41p? r n+6rt 3 rn r
Po f— 1- — 4+ — d(—)
3 R n+3Rn n+ 3 R2n R
0
4”‘03 " Tr n+1 3 Tr2n+1d r
— 3 R fE fR"“ n+3fR2"+1 (ﬁ)
0 0 0

P/po. Me/Mg

p(r) —po =

| -

02 04 06 0S8

0.8
0.6
0.4
0.2

1
02 04 06 08 1R

Figura 3: Distribuicdo de p, Mr, p para p na forma potencial com n = 2,5,8 (M,. sdo funcGes

crescentes).
_ Ampg L [1r? n+6 rnt2 3 rnt2
- 3 2R?2  (n+3)(n+2)R"2(n+ 3)(2n + 2) R2n+2
3 47rp0 R? r? 2n+6) " 3 r2n (18)

3 2R2 _(n+3)(n+2)ﬁ+(n+3)(n+1)ﬁ

Aplicando a condic¢éo de contorno (7), obtemos

(19)

4mps 1 2(n+6)
Po = 21t

3 (n+3)(n+2)+(n+3)(n+1)]



A.Smirnov; R.M.M. Oliveira., Scientia Plena 11, 034803 (2015) 7

portanto

_4mpg 1 2(n+6) 3 r2n (20)
p(r) = RZ_{(l_(n+3)(n+2)+(n+3)(n+1)ﬁ>

r? 2(n+6) " 3 r2n
_ﬁ< _mﬁ+mﬁ>}

As distribuicdes de p(r), M,.(r), p(r)sdo mostradas na Fig. 3 paran = 2,5,8. No grafico as
distribuicdes de M,.(r) sdo fungdes crescentes. Observamos também que na fungdo de
distribuicdo de densidade (14) a poténcia n ndo é necessariamente um nimero inteiro e pode ser
qualquer real n > 1.

2.3 Funcéo de Distribuicédo da Densidade na Forma Exponencial
Pl po- Me/Mg
1

0.8
0.6
0.4
0.2

p/po

0.8
0.6
0.4
0.2

:
02 04 06 08 1 R

Figura 4: Distribuicdo de p, Mr, p para p na forma exponencial ( M,. ¢ uma funcéo
crescente).

Escolhemos a distribuicdo de densidade da substancia na forma

p(r) = po 1 - é e R (21)

sendo que

111 2
p(R) = po [1 - §]E == o (22)
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Pela Eq. (3) temos para M,

r

i
M, = 4np0f 1 —%]e_%rzdr = 4mpyR? f 1 —é R (%) d(%)
0 0

Na Eq. (23)

Portanto

sendo que a massa total da esfera é

4mp,

R —
3e
que permite também escrever M,. como

R3

N3 4T
M, = My (E) el "x
Para determinagdo de p(r) da Eqg. (6) temos a equacao diferencial

dp 4mGpy 5 T\ _r r _11 4nGpé r 1r\ _,r
i= 3 F(R) e[l gl =TSR (1-37) ¢

Resolvendo a Eqg. (28), temos

T
AmGpg _, (T 17\ _,r T
P~ =~ Rfﬁ@‘§§eRdG)

[y 3

Na Eq. 29

portanto

A integral

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)
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portanto

p) -y =~ P oLy (112 Lmy) ) 39)

Aplicando a condicéo de contorno (7), obtemos

b, = G4np§R2 (1 1 ) (34)

3 6 3e?
portanto

4G p} 1 1 1 1 17 1,7\ _,r
) (o))
p(r) =—3 6 322) 6T\ 756 3R+6(R) e

_AnGpg 1l v 112 2(1-1) _ (35)
=R |3 G) )P 1]

As distribuicBes de p(r), M(r),p(r), S&o mostradas na Fig. 4

2.4 Fungéo de Distribuicéo da Densidade na Forma Gaussiana
P/po. M/Mg
1

0.8
0.6
0.4
0.2

P/Po
|

0.8
0.6
0.4
0.2

"
02 04 06 08 1 R

Figura 5: Distribuicdo de p, M,., p para p na forma gaussiana ( M,. € uma funcdo crescente).
Escolhemos a distribuicéo de densidade da substéncia na forma gaussiana

2r? _ (36)
p(r) =po|l—30z|e F

sendo que

Pela Eq. (3) temos para M,
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Observando que

de " = —2xe~*dx

temos para a integral

~
2D
~—
Q)
|
%3
Nf N
I
—
Q)
|
23
N N
U
T
[ =
~—
w
I ——

o @ e - [ @)

Portanto

Sendo que a massa total da esfera é

Que permite também escrever M,. como

M, = M (%)3 el R

Para determinagdo de p(r) da Eqg. (6) temos a equacéo diferencial

1-——|e®== R—

3R? r2 3 R

=z
€ R°pg

dp_4nGp0R3(£)3 r2 [ 2r2] 2 4Gp3 r[l 2r2] _2;_1

ar 3 “3r2|°

10

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)
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Resolvendo a Eq. (11), temos

,
AnGpd r 272 _,72 r (46)
p(r) —po = — 3'00sz§[1—§§ e ZRZdE
0
T
_ AmGpd | (T i 21 oy
E fR Rd§_§fﬁe "R
0 0
Na Eq. (46) a integral
T r
1112 r2 r2 2 (47)
f_ _Z_Zd____U _2_] 1 _e—zR—z_fe—zR—Zd_
4|R2 R2
0
1 (2 1\ o 1
= — = — R% — = —— —_— — R4 — —
2\° 4|\rR2 72)°¢ 2
E a integral
fr RIS | r s r? 1/ =212 2r? 1( 22 (48)
fﬁe RdE:Efe Ve =‘1f” d\=gz)="z¢" 1
0 0 0
Portanto
4G pd 1( _,r 1[(r? 1\ _,22 1 (49)
p(T)—pO:_TpORZ |:—Z<e 2R2—1>+g[<ﬁ+§>e ZRZ_EH
ampé 1 r? —2r2
=—G 3p°R25[1+(F—1>eR2]
Aplicando a condicdo de contorno (7), obtemos
4mpiR? 1 (50)
Po=0G =
3 6
Portanto
4nGps 1 r?\ 7 51
p(T')= 3p0 R26<1_ﬁ>e 2R2 ( )

3. Contragdo Gravitacional de um Corpo Esférico

Efetuamos algumas estimacdes de contracdo gravitacional de um corpo em termos da mecénica
Newtoniana. Supondo que o corpo é esférico de massa M e de raio R. Usaremos um modelo de
poeira do corpo, tal que as particulas do corpo ndo produzem pressdo. Sob acdo de forga
gravitacional o corpo sofre contragéo do raio inicial R até o raio gravitacional 7
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_26M (52)
-z

Tg

Supomos gque a massa do corpo é acima do limite Tolman-Oppenheimer-Volkoff, que por
estimagdes modernas tem valor em intervalo de 1.5 a 3.0 massas solares. Escolhnemos M =
kMg com k = 3, onde Mg, é a massa solar. Na superficie do corpo uma particula de prova sofre
atracdo gravitacional pela massa total incluida na esfera. A forga que atua na particula de prova
de massam é

Mm (53)

Figura 6: Esquema para dedugéo da equagéo de contracdo gravitacional.

onde G é a constante gravitacional. Escrevemos a equagdo de Newton para a particula de prova
na superficie do corpo

dv Mm (54)
m—=—G—-
dt r2
onde r é o raio atual da esfera, o sinal " — " é porque o sentido da forga gravitacional é oposto

ao sentido positivo da coordenada radial r (ver Fig. 6). Supomos também que o processo de
contracdo comeca do estado de repouso, tal que em um instante temos

v(0) =0 (55)
ou para velocidade da particula na superficie

v(R)=0 (56)
Apresentando

dv _dvdr dv 1dv? (57)
dt _drdt  Cdr 2 dr

chegamos a equacéo diferencial para v?2
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ldv®> M
2 dr r?
ou
dv?  2GM (58)
dr 12
com a condicdo de contorno (56). Resolvendo a equacdo diferencial (58)
(59)
T T
2(r) — v2(R) = ZGMfld —ZGM1 —26M< )—ZGMR_T
v - 2= r r R} TR
R R
T
_26M1-% ZGM(R 1)
R I R \r
R
obtemos
(60)

2GM |1—=
v == /T

Na solucdo (60) é escolhido o sinal " — " porque o sentido do vetor de velocidade é oposto ao
sentido positivo da coordenada radial r (ver Fig. 6). Para posicao local da particula de prova na
superficie do corpo temos a equacéo diferencial

- (61)
dr [26M |1—7
dt | R T
R
com a condicéo inicial
r(0) =R (62)
Escrevendo a Eq. (61) como
(63)

temos
(64)
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ou
(65)
t =
Introduzindo uma variavel
_r (66)
*TR
reescrevemos a Eq. (65) na forma
1 67
o R3 f o (67)
~Jzem )T
R
Efetuamos uma estimativa do tempo t, de contragdo do corpo do raio inicial R até o raio
gravitacional 7; que € dado pela expressao
1 1 68
P = R3fxd—1R3fxd (68)
9= J2m JNT=x T |7 JNT=2 ™
Tg g
R R
Supondo que o processo de contracdo comega para um corpo com densidade tipica estrelar,
obtemos estimacao para o limite inferior da integral na Eq. (68)
T
9 ~ 885107 (69)
Rs
Para um corpo com densidade tipica de estrela de néutrons temos a estimagao
T
9~ 514-1072 (70)
Ry
VVemos que
Ty (71)
=K1
R
portanto aceitamos uma aproximagdo mais grosseira
(72)

T

9
==0
R

Aproximacdo mais exata apresentaremos mais a frente. Na aproximacdo (72) temos a integral
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1
[
1—x x
0
A integral (73) pode ser calculada usando as funcbes Beta e Gama
1 1 3 1 1 1
f X fx%a—x)-%dx :B(E 1) T@rE_rG+yre)
1- 2’2 341 2
0 g 0 F(E + E) @)
1 1 1 2 (74)
=5IrG) =30 =3
Ou por mudanca de variavel
x =sin?t,1 —x =cos®t,dx = 2sintcostdt
1 2 2 )
X sint
:j dx = —25intcostdt=2fsin2tdt=f(1—c052t)dt
1—x cost
0 0 0 0
T 1 LA 14 (75)
=E—Zsm2t|0 =3

Entdo, obtemos a sequinte estimagdo para t,

t—l R3 7 (76)
9 ¢ 1y 2

Para um corpo de tamanho estrelar temos

tgs 29 min (77)
Para um corpo de tamanho de uma estrela de néutrons

tgy = 3.97-1073 s (78)

Apresentaremos uma estimacdo mais exata para a integral na Eg. (68) usando a aproximacao
(71)

1 1 5 (79)
J X d —f X d f d

1—x = 1—xx l—xx
rg 0 0

Na segunda integral na Eq. (79) temos para a funcao

1_xdx=x2 +§x2+§x2 +1—6x2 +mx2+0

X 1 13 35 5 7 35 9 1 (80)
(+2)

portanto
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g (81)

2 1 3 3 (82)
I O ORT(G))

22 1 3 12 3 (83)
T () 43 (@) o))

A estimativa (83) de fato é bem grosseira, porque o campo gravitacional de um corpo de raio
bem préximo ao seu raio gravitacional € muito forte e ao invés da mecanica Newtoniana deve
ser aplicada a teoria da Relatividade Geral.

4 Concluséo

Neste trabalho foram discutidos modelos estrelares analiticos simplificados que incluem duas
equacdes bésicas: a equacao de equilibrio hidrostatico e a equacdo de conservacdo de massa.
Usando distribuicdo de densidade da massa na estrela como uma determinada fungdo obtemos
analiticamente a correspondente distribuicdo de pressdo dentro da esfera e determinamos a
pressdo central. Discutimos as distribuicdes de densidade da forma constante, potencial,
exponencial e gaussiana. As distribuicdes propostas no trabalho sdo até um determinado grau
convencionais. Entretanto elas sdo mais realisticas (exceto o exemplo de densidade constante)
comparando, por exemplo, com o modelo estrelar linear. Para modelagem de estrelas com um
nucleo extenso é mais apropriada a distribuicdo da forma potencial; Variagdo do grau da funcao
potencial possibilita modelar a extensdo do nicleo estrelar.Para modelagem de alguns tipos de
estrelas ¢ mais apropriado utilizar um modelo com densidade na superficie ndo nula. As
distribuicdes exponencial e gaussiana realizam esse mesmo cenério. Em alguns casos pode ser
conveniente fazer estimagdes, utilizando a condig¢éo de contorno no infinito.Os modelos com as
distribuicdes exponencial e gaussiana podem ser facilmente reformulados para a condigdo de
contorno no infinito: p(r) = 0 quando r — oo. No caso da distribui¢do exponencial a
correspondente solucdo toma a forma:

-4 711G pngl(l 2r (T‘)Z) —2r

P = —=5 51T~ (®) )T
B 47er§R21
Po = 3 6

No caso da distribuicdo gaussiana a solucéo tem a mesma forma das Egs.(50), (51)

p(r) = —2>—= e py=G—a—=

4G piR? 1 r?\ cer? 4TpER?* 1
3 6 3 6
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Para dar um exemplo de uma distribuicdo da densidade dentro de estrelas reais apresentamos na
figura (7) a distribuicdo de densidade dentro do Sol obtida pelo Birmingham Solar Oscillations
Network (BiSON-13) da Ref. [7]. Prestamos atencdo que os dados na Ref. [7] iniciam do valor
de r/Rp= 0,058884 (Reé o raio do Sol). Portanto para construir o modelo de qualquer forma é
necessario aplicar uma hipdtese sobre o intervalo central 0 < r < r;,Para estrelas distantes é
impossivel obter a informacdo tanta detalhada. Usando os dados observacionais diretos e
indiretos,fazem conclusdes sobre as caracteristicas mais gerais: luminosidade, massa, raio,
caracteristicas espectrais, etc.. Entdo, modelagem fisica matematica torna-se o Unico método de
investigacdo da estrutura interna das estrelas.As funces propostas neste trabalho a titulo de
distribuicdes da densidade podem ser consideradas como funcBes de teste. Introducdo de um
parametro (ou varios parametros) na funcdo possibilita ajustar a fungdo a um aspecto mais
apropriado pela variacdo do pardmetro. Se ainda satisfazer a propriedade de obtengdo de
solucdes das equacbes do modelo na forma analitica podemos chegar a um modelo (de fato a
um classe de modelos) analitico exatamente soltvel com possibilidade de escolha e ajuste da
funcdo de distribuicdo da densidade. Tanta discussdo de modelos analiticos exatamente sollveis
vemos como uma das possiveis continuagdes deste trabalho.

Na segunda parte do trabalho apresentamos estimagdo de tempo de contragdo
gravitacional de um corpo esféricamente simétrico em modelo de poeira em termos da
Mecanica Newtoniana. Para descrever o processo na forma mais realistica foi discutida a
contragdo do corpo até o seu raio gravitacional. O problema é desenvolvido até a estimacdo de
uma integral imprépria com um limite varidvel. A estimacgdo da integral foi realizada com uso
de decomposicdo em série da funcdo na integral. Processo de contragdo de um corpo até o raio
gravitacional em termos da Mecénica Newtoniana de fato é bem grosseira. Mais certo tanto
processo deve ser considerado em termos da Relatividade Geral. Entretanto em termos da
Relatividade Geral o problema também pode ser levada a estimacéo de uma integral impropria
com um limite variavel. Um modo de estimacdo da integral impropria demonstrado nesse
trabalho é possivel usar para um calculo em termos da Relatividade Geral. Tanta analise
pretendemos realizar analise em um outro trabalho.
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Figura 7: Distribuicdo da densidade de massa no Sol segundo os dados de BiSON-13 [7]; a
densidade p é apresentada em g/cm?3.




A.Smirnov; R.M.M. Oliveira., Scientia Plena 11, 034803 (2015) 18

[1] Clayton DD. Principles of Stellar Evolution and Nucleosynthesis. New York: McGraw-Hill;
1968.

[2] Hansen CJ, Kawaler SD, Trimble V. Stellar Interiors. New York: Springer-Verlag; 2004.

[3] Stein RF. Stellar Evolution: a Survey with Analitic Models, in Stellar Evolution. New York:
Plenum Press; 1966. p. 3-82.

[4] Boas ML. Mathematical Methods in the Physical Sciences. New York: John Wiley; 2005.
[5] Landau LD, Lifshitz EM. Course of Theoretical Physics 2, The Classical Theory of Fields.
Oxford: Pergamon Press; 1971.

[6] Schutz BF. A First Course in General Relativity. Cambridge: Cambridge University Press;
20009.

[7]1 Basu S, Chaplin WJ, Elsworth Y, New R, Serenelli AM. Fresh insights on the structure of
the solar core. The Astrophysical Journal. 2009; 699:1403-1417.



