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Resumo. Neste trabalho estudaremos spinores de Dirac em 1+1 dimensfes sob o ponto de vista das
representacdes ciclicas. As varias representacfes ciclicas sdo definidas por uma escolha das matrizes de
Dirac ,a de tal maneira que f =o', a =0/ e y'=iock, com i # j# k. Para cada uma das
representacdes sdo determinados os spinores na forma explicita para particulas e antiparticulas. Também
foram encontradas as expressdes explicitas das transformacdes entre os spinores e matrizes de Dirac nas
varias representagdes ciclicas. Foram discutidas também as vérias propriedades das transformagdes e

spinores obtidos.
Palavras-chave: particula de Dirac, representagdes ciclicas, transformagdes unitarias.

Cyclic representations of Dirac spinors in 1+1 dimensions.

In this work we study the Dirac spinores in 1 +1 dimensions from the point of view of cyclic
representations. Various cyclic representations are defined by a choice of Dirac matrices a and 3 such that
=o' a=0/ eyt =ick comi# j# k.For each of the representations are determined spinors for
particles and antiparticles in explicit form. There were also found transformations between the spinors
and the Dirac matrices in various cyclical representations in explicit form. There were also discussed
some properties of the transformations and the spinors obtained.

Keywords: Dirac particle,cyclic representations, unitary transformations.

1. INTRODUCAO
Consideremos a equagdo de Dirac em 1+1 dimensdes

(y*io,—m)p =0, p=0,1 (1)
onde usualmente

rt vy =29""1, 1" =diag(1,-1) (2)
em termos das matrizes de Dirac 8 e a as matrizes y* séo
yO = B’ yl = ﬂa (3)

f?=a’=1, af+Pfa=1 (4)

tal que,

as condicdes (4)obedecem as matrizes de Pauli

=Y =0 oG 0 ©

As duas matrizes de Dirac 8 e a podem ser escolhidas arbitrariamente entre as trés matrizes
de Pauli, Uma escolha de matrizes de Dirac determina uma representacdo de spinor i em 1+1
dimens6es. Escolhamos as matrizes de Dirac de tal forma que

B=c, a=0dl, y'=iok, i+ j+*k (6)

034801-1


http://www.scientiaplena.org.br/
mailto:smirnov@ufs.br;%20smirnov.globe@gmail.com
mailto:prof.jass@gmail.com

A.Smirnov, J.A.S.Santos, Scientia Plena 11,034801 (2015) 2

A cada escolha na equacdo (6) realiza uma representacdo de spinores, a estas representacées
chamaremos de representaces ciclicas. Usaremos duas representacbes duas formas de
notacbes para as varias representagdes: notacdao tensorial (NT), com dois indices e notacdo
vetorial (NV'), com um indice, (ver tabela 1).

Efetuaremos célculos na forma usual (ver, por exemplo, [1], [2], [3], [4]). No caso de
particula, as solugdes da equacao (1)buscaremos na forma

P, (x) = e"Pru,, @)
no caso de antiparticula, na forma
P_(x) = eP¥yy, ®
onde px = p,x, € uy, 1,530 spinores constantes, que obedecem respectivamente as equagdes
(v#pu —m)u, =0, (=v¥pu —m)v, = 0. )
Em referencial de repouso p; = 0, p, = m, portanto
'm —m)uy, =0, (=y’m—-—m)v, =0 (10)

onde estes u, e v, sdo designados spinores em referencial de repouso. Sabendo a forma
explicita dos spinores u, e v, € possivel determinar os spinores u, e v, em um referencial
arbitrario, como segue

u, = f(yPpu + m)uo, v, = g(=y¥p, +m)v, (11)

onde f e g sdo fatores de normalizagdo. A condicdo de normalizacdo para os spinores u, € v, é
exigida a normalizag&o usual para particula e antiparticula

Upu, =1, oy, = —1 (12)

em que a barra denota a conjugacio de Dirac, # = uty?. Se u, € v, sdo recebidos na forma
(11), as condicdes (12) podem ser apresentadas na forma

_ _ 2 _ _
1 =uyu, = 200 (y#p, + m) up = f2Ue2m(yFp, + m)ug = f22migu, (13)
e
1= — 425 (U 2 — 2—2 _ U — 22 = (14)
= By, = g2 0o(—v*pu + m) vo = g*ve2m(—y*p, + m)vy = g?2mvyv,
Tabela 1: Representacdes ciclicas de spinores Dirac em 1+1dimens6es.
NT B a y° y! NV
12 ol o? ol | io3 3
23 o? o3 g? | io?! 1
31 o3 ol g | io? 2

~ ~ 2
onde sdo usadas as relacdes (+y*p,+m) = 2m(xy*p, +m). Observaremos que a
condicdo de normalizacdo para u, e v, pode ser apresentada na forma

uOTuO = UOTUO =1 (15)
pois,

Tpup = upyOuy = upfuy =1
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Tyvp = 1oy = —votyy = -1
onde sdo usadas as equacdes (10) na forma
¥Puo = u, ¥ov = —vp (16)

Observamos ainda que as equagoes (16) podem ser escritas também para os spinores de Dirac
conjugados

uoT = uOTVOT = UOTVO = Uy, VOJr = —VOJF]/OJr = —UOTVO = -7, (17)
portanto
uo Ty = oy° = 7, vty = —Tpy° = 7 (18)
O uso das equaces (16) permite apresentar as equacdes (11) na forma mais conveniente

u, = f(°po +v'pr + Mug = f(po + m+yip)u, (19)
v, = g(=¥°po — ¥'p1 + Mug = g(po + m —y'p1)ug (20)

2. SPINORES NA FORMA EXPLICITA

Obteremos os spinores na forma explicita nas varias representacdes. Spinores no referencial

de repouso denotaremos por
W= (2) ()

2.1. REPRESENTACAO 12 =3

Das equacdes (16) temos

= (7 0) ()= () () = () o= @
0= D)= =)=
portanto
u=(5); w=(2) (24)
Usando as equacdes (15), obtemos
2117 = 1; = el (25)
\l/ze' pER e
2817 =1; f=ﬁe“p,(pE]R{

Escolhendo 8 = ¢ = 0, determinamos

=g =—(}); vt =vi= (1) @7)
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Da equagéo (19) temos
wp? = f(po +m+y'p)ug® = f(po +m+io®py)up’

:f(p0+m+ip1 0 )i(1)

0 po+m—ipy/\2\1
:L(po+m+ip1) (28)
V2 \Po + m—ip;

Da equacdo (20) temos

vp2 = gpo + m—y'pvi? = g(pp + m — io3pyv?

_ (Po+m—ip1 0 )1(1)
=g ) —
0 po +m+ip;/\2\~1
:i( pot+tm—ip; ) (29)
V2 \—(o + m+ip;)

Para determinar o fator de normalizacdo usamos a condi¢do (12) na forma (13), (14) e as
relagdes (17)

_ ot 1 _ ot 1 30
up? = up” =51 U5° = —7p” =501 D (30)
Dai,
_ 1 1 +m+i (31)
12,12 _ - L (Po b1\ _ 2 _
2mfug uy” = me\/z(l 1)\/§(p0+m—ip1) =2mf*(po+m) =1
2mgoitvi? = 2mg —(1 1)1( Potm = i ) = 2mge+m=—1 2
0P V2 VZ\=(po +m +ip;) 0
Das férmulas (31), (32) segue que
1 (33)

1
Jmetm). 0 Jametm)

Entdo, os spinores normalizados para particula e antiparticula na representacdo 12 = 3,na forma
explicita sdo

ul2z = 43 = i 1 (PO +m+ l:pl) (34)
P P V2. /2m(py + m) \Po + ™M = 1Py
v12=v3=i 1 ( Po +m—ip; ) (35)
P P \/E /2m(p0 + m) _(pO +m+ ipl)

A ortogonalidade dos spinores u,, v,pode ser confirmada por calculo explicito das equagGes
(34) e (35):

UpVp  _ .0 :&<po+m+ip1>(o 1)( po +m—ip, )
2 \pot+tm—ip;/\1 0/\—(po + m+ip;)

—(po t m+ ipl))

=—=@pot+m-—ip P0+m+1P1)< Do +m — ipy



A.Smirnov, J.A.S.Santos, Scientia Plena 11,034801 (2015) 5

L 1o 42 +90) = (o 42 9001 = 0 (36)
e conseqlientemente
(uhy®v,) = v} ) uy = vy, = Bpu, = 0 (37)
2.2. REPRESENTACAO 23 =1
Das equacdes (16) temos
= ) ()= () ()= ()0 9
reo=( D) =)= (-

portanto
u°:(£>‘ ”02(59' (40)

Usando as equagdes (15), obtemos

1 . (41)
211> =1; =—e% peR
|| ¢ \1/5 ¢
, 42)
21612 =1; =—e?,9p€eR (
<] ¢ NG ®
Escolhendo 6 = ¢ = 0, determinamos
11 1.1 (43)
23 — 1 . 23 _ 1
oo =Uo = \/5(1) Voo =V =5 (_1)

Da equacéo (19) temos
up® = fo +m+y'puf’® = flpo +m+io’py)uf’

_o(potm ipp 11
=7 (", )5 ()

pP1 pPotm/ 2 \i
=j( Po+m—p; ) (44)
VZ\—(Po + m—ipy)

Da equacéo (20) temos
vp® =g +m—y'p)vs® = g(po + m—io’p)vg?

o )

—ip1 Dot m/\2
:i( Pot+m—p; ) (45)
V2 \—i(pp + m+py)

Para determinar o fator de normalizacdo usamos a condi¢do (12) na forma (13), (14) e as
relacGes (17)
s N oy . (46)
Ug=uUy' =—=0 =i); Ug=—Vy =—=(-1 =i
0 0 \/E( ) 0 0 \/i( )
Dai,
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_ 1 ~f( potm—p 47)
12,12 _ - I = 2 =
2mfugiuy? = me\/i(l l)\/E<i(po fm4 p1)) 2mf(po+m) =1
~ 1 1 Do+ m—p; (48)
12,12 _ 1 _ _ 2 _ _
2mgvgivy® = ngﬁ( 1 l)\/f<_i(p0 tm+ p1)) 2mg“(po +m) 1
Das equac0es (47), (48) segue que

1 (49)

1
Jme im0 Jzmgtm)

Entdo, os spinores normalizados para particula e antiparticula na representacdo 23 = 1,na forma
explicita sdo

f:

23 _ 1 _ 1 1 Po+m—p; (50)
uBP =yl = ——ou-—-oor—1.

p p \/E,/Zm(po -|-m) l(pO +m+p1)
vzgzvlzi;( Potm—py ) (51)
p p \/E /2m(p0 + m) _l(pO +m+ pl)

A ortogonalidade dos spinores u,, v,pode ser confirmada por calculo explicito das equagGes
(50) e (51):

_fg( Po+m—p; )(0 1)( Po+m—py )

i = 41,0
UpVp = UpY 'V

2 \ilpp+m+p))\1 0/ \=i(py + m+py)
fg , (—(po +m—p1))
=— +m— —l(Po tm+ .
ﬁ(Po P1 (Po P1)) i(py +m — p1)
52
L9 oy +m)? = 92) = (G +m)? = D] = 0 (52)
V2
econseqiientementew,u, = 0.
2.3. REPRESENTACAO 31 =2
Das equacdes (16) temos
=G =0 0)- ()
auo—(o _1))( “\y)'\x) = —)('X 0
ERGRAHERHICAREIRE
0= )l) =) (5)=(5) =0
portanto
_ (). _ (0> (55)
Uo = (0)' Yo = n
Usando as equacdes (15), obtemos
|| = 1; p=e?0eR (56)
Inl =1 n=e? peR (57)
Escolhendof = ¢ = 0, determinamos
11 1.1 (58)
31 _ 5,2 — . 31 _ ,,2 _
Up _uo_\[i(l)’ Vo~ =Vy = 2(_1)
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Da equagéo (19) temos

uzt = f(po +m+y'puit = f(po + m+ io?pug’
_ (Potm P1 1
_f( —p1 p0+m) (0)
. (Potm (59)
Da equacéo (20) temos

vt = g(po +m—y'p)vit = g(po + m —ic?p;)vit

S0 )
=39 (po_ -flm) (60

Para determinar o fator de normalizacdo usamos a condigdo (12) na forma (13), (14) e as
relacGes (17)

at=ud = oy 52 = v =0 -1 (61)
Dai,
f (potm (62)
31,31 _ - 2 _
2mfiy uy me\/_(l 0)\/_( _p, ) =2mfe(po+m) =1
_ 1 P1 (63)
2mgvgtvgt = ngﬁ(o _1)\/—(}90 +m) —-2mg?(py + m) = —
Das equac0es (62), (63) segue que
f= — 9= - (64)

J2m(py +m) J2Zmpe +m)’

Entdo, os spinores normalizados para particula e antiparticula na representacdo 31 = 2,na forma
explicita séo

I 1 (Po + m) (65)
P P \/_w/Zm(po + m)

w31 = p2 — 1 ( —P1 ) (66)
P WW po+m

A ortogonalidade dos spinores u,, v,pode ser confirmada por calculo explicito das equagGes
(34) e (35):

ﬂpvp = u;yovp =fg (po_-;lm) ((1) _01) (po_-ll-)lm)

=fgo+tm -—p1) (_(p;p_i m)) (67)

= fglp1(po + m) — (po + M)p1] =0
e conseqlientemente ,u,, = 0.
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3. TRANSFORMAS;@ES’UNITARIAS DAS TRANSFORMAGOES DAS
REPRESENTA-COES CICLICAS

Os spinores de Dirac nas varias representagdes sdo relacionados por uma transformacéo
unitaria U,
P = Uy; uut=utu=1 (68)

tal que se Y obedece a equacéo de Dirac

(ykig, —m)yp =0 (69)
yobedece a equacio
; (7#i0, —m)Pp =0 (70)
onde
yH = uyrut (71)

A transformacdo U no caso de 1+1 dimens@es pode ser apresentada por uma matriz 2x2. A
expressao explicita da matriz é conveniente escolher, por exemplo, na forma

U rel@ei® 1 —r2eif (72)
N /1 rZela rei[)’eie

ondea, B, 0e r sdo pardmetros reais arbitrérios, |r| < 1. Devido a estrutura dos spinores para
particulas e antiparticulas sdo diferentes, as matrizes que realizam as transformagdes entre 0s
spinores para particulas e antiparticulas nas vérias representagdes, em geral, também sao
diferentes. Denotamos estas transformacdes para particulas e antiparticulas por U, V

P, = e PX, = U, P = eP i, =Vy_ (73)
Para os spinores u,, v, temos, entdo, as relagdes

i, = Uuy; v, =V, (74)
Consideraremos as transformagdes unitarias que relacionam os spinores e matrizes y*nas
varias representacdes ciclicas. Usando a notacdo vetorial das representacBes, denotamos as
transformacdes entre 0s spinores por

U u — u; Vi) v — v (75)
tal que
Jj_ [ . J— i
uy, = Ujiup,; vy = Vjvp (76)
Aplicandou}:, v
T J — . LV |
u]l 14 ui” levp UIL, (77)
Ul]up = ul; Vijvé = v (78)
segue imediato dai que
T —_ 1t
Uy = U5 Vij =Vt (79)

Aplicando a composicdo de duas transformacdes, temos
up = U (Wiup) = (U Wi)wps vy = Vig(Viivp) = (Vi Vi) vp (80)

Por outro lado
Uk = Upup; Ui = Vivh (81)
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Portanto as matrizes Ue V das transformacdes obedecem a seguinte regra de composi¢éo:
Ui = Up; Uy Vi = VkjVji (82)
Para as matrizes y temos (indices latinos denota representacdo):
v = (uijy;l‘uj-j = uijyjﬂuji; v = th)’,yv;;- = Viﬂ/ftvji (83)

Apresentamos abaixo as expressdes explicitas das transformacdes unitarias U e Ventre as varias
representacdes ciclicas de spinores e de matrizes de Dirac:
i. para particulas

1.1 1 11—
11 1 11— (84)
1m1-i 1-i 11+ 1-i

u31‘§<1+i —(1+i)) u13_§<1+i —(1—i))

ii. paraantiparticulas

1 1 —i

V12 = ﬁ(% _11) Va1 = ﬁ(i il)

V,, = %(j - Vi, = %(i ) ®°)
) . . Lo

Va1 = E(—(11+—li) 1 ! i) Vs =7 (1 i (11++il))

Usando a parametrizacdo da matriz unitaria 2x2 da Eq. (72) apresentaremos as transformagées
unitarias V;;, U;; em termos dos parametros (a,f5,6,7)na forma U;; = (a,3,0,7) e V;j =

(a,B,0,7):

i. para particulas

U _(n mT T 1) 1 _(n T 0 1)
12 — 4' 4' 2'\/5 21 — 41 4P ’—\/E
m 1 T 1 (86)
U,s = 0,——,— Uz, =(0,——,0,—
2 (2' ©20 2) 32 ( 4’ ’ﬁ)
1 _(n 0 T 1) 1 _(0 T 0 1)
31 — 2' ) 2' 2 13 — ) 41 ’\/E
ii. paraantiparticulas
" (Bn T T 1) - _( m  3m 0 1)
12 — 4 '4' 2' 2 21 — 41 4 ] Jﬁ
T 1 I 1 (87)
va=(30-37) v = (03.075)
" _(0 T T 1) - _(n 0.0 1)
31 — ’ 2' 2!\/’2 13 — 21 1] J\/—z



A.Smirnov, J.A.S.Santos, Scientia Plena 11,034801 (2015) 10

Vemos que em todos os operadores nas (86), (87) o pardmetro r = 1/+/2. Associando 0s
pardmetros a, 8,0 as coordenadas cartesianas do R3,apresentaremos cada operador como um
ponto do espaco, que é mostrado na Fig. 1.

Figura 1: Operadores U, V associados aos pontos no R3: ponto azul corresponde
a transformacéo U, ponto vermelho corresponde a transformagédo V.

Por uma razdo de conveniéncia de uso reunimos junto os spinores das varias representacoes:
as equacoes (34), (50), (65) para particulas e as equagdes (35), (51), (66) para antiparticulas,

i ( Potm—p; ) uz_f(po"'m) s f (p0+m+ip1> (88)

up:ﬁ i(po + m+py) P —P1 up:ﬁ po + m—ip;

1 g( Potm—p; ) 2 —Pp1 3 g( Po + m—ip; )
=— . = = — . 89
Vp V2\=i(po+m+p)) W=4 (po + m) v V2 \—(po + m +ip;) (89)

onde
1

129 e

J

up — u;,
Uij <
yj‘.u — ‘yi‘u
Vij < _
J

i
'U'p —)Up

(90)

Figura2: Transformag@es realizadas pelos operadores unitarios U e V.

Tabela 2: Transformagdes dos pares das matrizes.

operadores transformacao
U3, V13 (c',0%) — (d%,0")
Uz, Vo (¢%,0") — (03,02
Uy, Vs (63,0%) — (01,0%)
Uszq, Vs (6%,0Y) — (d1,0%)
Uiz, Vi (¢3,0%) — (o?,0Y)
Uz, Va3 (¢',03%) — (03,02
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Observamos que as transformagdes entre varias representacfes de matrizes y sdo realizadas
tanto por matrizes V quanto por matrizes U. Um esquema de realizacdo das transformacdes por
operadores unitéarias U, V e apresentada na Fig. 2. Apresentamos também as transformacdes de
matrizes y entre varias representacdes em termos de matrizes de Pauli ¢ na Tabela 2.

4. DISCUSSAO

No trabalho sdo considerados spinores de Dirac em 1+1 dimensGes nas Vvarias
representacdes chamadas representacdes ciclicas. As representacdes ciclicas sao definidas pela
escolha das matrizes de Dirac na forma indicada na Eq. (6). Entretanto é facil estimar um
numero total de varias representagdes de matrizes de Dirac B, a em termos de matrizes de Pauli.
Como foi indicado na Introducdo, as duas matrizes de Dirac B, o podem ser escolhidas
arbitrariamente entre as trés matrizes de Pauli. O nimero de opcBes da escolha de dois
elementos do conjunto de trés elementos é 3. Se a ordem dos dois elementos determina opc¢des
diferentes, o nimero das opgOes é dobrado: 2-3=6. Além disso, uma matriz de Pauli associada a
matriz de Dirac pode ter sinal positivo ou negativo, que multiplica o nimero das opgdes em
quatro vezes. Entdo o numero total das representacfes € determinado como 6-4=24.
Apresentamos todas as representagdes na forma explicita, por exemplo, como

ﬁ:SO'i, a:to‘j;_g:il’t:il; i,j:1,2,3; li] (91)

Numero total das transformagdes unitarias entre quaisquer duas representagdes da Eq. (91) é
242 — 24 =24-23 =552,

Observamos que transformacdes unitarias entre spinores nas varias representaces sao
aplicaveis ndo apenas no caso das particulas livres, mas também no caso quando uma particula
sofre interagdo com um campo externo. Se uma particula é sujeita a agdo de um campo externo,
a equacdo de Dirac em 1+1 dimensdes pode ser apresentada na forma hamiltoniana

Ay =ap+pm+V (92)

com um potencial matricial V. No caso de 1+1 dimensdes o potencial pode ser expresso em
geral como
V=V, +aV; + BV + BV, (93)

onde
y® = iy%' = iBa = ia = By° = ipa
e as fungbes V,, V4, Vs, V, introduzem interages de varios tipos: Vo, V; sdo as componentes
temporal e espacial de um vetor de Lorentz no espaco-tempo de duas dimens@es, Vs introduz
uma interagdo escalar e V, introduz uma interagdo pseudo-escalar.
Substituindo o potencial na forma explicita da Eq. (3) na Eq. (2), temos
Hy = [a(® + V1) + B(m + Vo) + Vo + iBaV,, [y = Ey (94)

Se escolher um spinor em uma outra representacdo 1 = U, e efetuar aplicagio subseqiiente
das transformagdes UTU = 1 e U na Eq. (94):
[a(® + V1) + B(m +V,) + V, + iBaV, |UTUY = EUTUY

Ula(® + V1) + B(m + V) + Vy + iBaV, |UTUY = EUY
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chegamos a equacdo
[@® + V1) + B(m +Vy) + Vo + ifaV, |P=EY (95)

onde

@ =UaUt, g =UpUt
Vemos gue a equacdo (95) na representacdo nova tem uma forma equivalente a equacdo na
representacdo inicial (94).

Para um uso pratico em busca de solugdes, realizacdo de calculos, analise de resultados,
discussdo de propriedades, interpretagdes fisicas uma representacdo pode ser mais preferivel a
outras. Além do mais na consideracdo de um mesmo problema em alguns casos surge
necessidade de transicdo de uma representacdo a outra. Apresentaremos em seguida exemplos
de uso das vérias representacdes de matrizes de Dirac e spinores em trabalhos nos quais é
envolvida a teoria de Dirac em 1+1 dimensoes.

Apresentaremos em seguida exemplos de uso das varias representacdes de matrizes de
Dirac e spinores em trabalhos nos quais é envolvida a teoria de Dirac em 1+1 dimensdes. No
trabalho [5] a equag&o de Dirac em (1+1) dimensdes € discutida com potencial V, = —q |x]| (na
notacdo da Eq. (93)) e autor interpreta o “atomo de hidrogénio em (1+1) dimensdes”. No
trabalho para busca de buscando solugdes da equacdo € usada a usando a representacdo das
matrizes de Dirac § = o', a = ¢3. Mas para discussdo do discute o limite ndo relativistico é
usada a usando a representacdo B = o3, @ = olchamada de representacio “padrio”. Por
analogia com matrizes de Dirac em 3+1 dimensdes porque tem forma diagonal. Uma
transformacao entre as duas representacdes € indicada no trabalho implicitamente.

No Em trabalho [6] foi é considerada a equacdo de Dirac em 1+1 dimensdes com potencial
Vs = g |x| (na notacdo da Eq. (93)) e as Para busca de solugdes da equagdo € usada a foram
obtidas por meio da representagio das matrizes de Dirac f = o, a = o2, chamada por alguns
autores ( por exemplo, na Ref. [7]) de representacéo de Jackiw-Rebbi. Para discusséo do limite
néo relativistico é foi usada a representacdo f = o3, @ = o2. No trabalho é apresentada uma

l

transformacdo unitaria entre as duas representacdes na forma explicita U = NG (_11 D

No trabalho [8] € discutida a equacdo de Dirac com potencial confinante e indicado que a
representacdo B = o1, a = o é mais conveniente para discussdo de aspectos supersimétricos
da equacéo de Dirac unidimensional com V,(x) = 0, mas a representacio f = o3, a = g2 é
mais Gtil para observa relagdes entre os casos de (1+1), (2+1) e (3+1) dimens@es. No artigo [9]
sdo discutidas as condigbes de contorno para uma particula de Dirac em uma caixa
unidimensional. No trabalho sdo foram usadas a representacio f = o3, a = ¢, chamada da
representacio de Dirac e a representacdo g = ¢!, a = o3, chamada da representacdo de Weyl.
Com o0 uso da representacdo de Weyl foi obtida uma Unica familia quadriparamétrica de
condi¢des de contorno e foi demonstrado que essa familia de condi¢des de contorno é dividida
por trés subfamilias na representacdo de Dirac. No trabalho é indicado também que para a
discussdo do limite ndo relativistico € mais conveniente a utilizacdo da representacdo de Dirac.

Recentemente a equacdo de Dirac ou equacgdes de tipo de Dirac sdo ativamente utilizadas
em estudos nas areas de matéria condensada, fisica atbmica e molecular para descricdo de
sistemas em dimensdes baixas que demonstram comportamento relativistico de particulas ou
quasi-particulas. Mencionamos alguns trabalhos recentes nessa linha de pesquisa. No trabalho
[10] sdo consideradas as particulas de Dirac em uma dimensdo com massa e velocidade
dependentes da posicdo. E demonstrado que solucdes do tipo de em continuo s3o possiveis no
caso em que seja se € satisfeita de uma relagdo especial entre massa e velocidade das particulas.
No trabalho [11] é estudado um hamiltoniano unidimensional do tipo Dirac com massa e



A.Smirnov, J.A.S.Santos, Scientia Plena 11,034801 (2015) 13

velocidade da forma de degrau. S8o determinadas as extensfes auto-adjuntas fisicas desse
hamiltoniano e sdo apresentados os seus espectros. E discutida uma transicdo através de
heteroestruturas unidimensionais descritas pela equacdo de Dirac. Nos trabalhos [10], [11] foi
usada a representacio de matrizes de Dirac f = 03, a = o',

5. CONCLUSAO

No trabalho séo considerados spinores de Dirac em 1+1 dimensdes nas varias
representacdes chamadas representacdes ciclicas. As representacdes ciclicas sdo definidas pela
escolha das matrizes de Dirac na forma indicada na Eq. (6). Os spinores sdo obtidos na forma
explicita com apresentacdo de célculos bem detalhada. Usando a forma explicita dos spinores
sdo determinadas as transformacgdes unitarias entre 0s spinores nas varias representaces
ciclicas. Sdo indicadas também algumas propriedades das transformagdes. O trabalho foi feito
com intuito de esclarecer estrutura de spinores nas varias representacdes e elaborar um método
de determinacdo de transformac@es unitarias entre spinores nas varias representagdes. Como um
exemplo foram escolhidas representacdes ciclicas.

Como foi mencionado acima na Eq. (91) existem 24 diferentes representacfes das matrizes
de Dirac e correspondentes spinores em (1+1) dimensdes. Utilizando um método de
determinagdo das transformagdes unitéarias entre as representacdes (por exemplo, um proposto
nesse trabalho) é possivel determinar todas 552 transformagfes unitarias entre quaisquer duas
representacdes. Como uma das continuacfes desse trabalho pretendemos determinar todas 552
transformacdes unitérias, estabelecer estruturas algébricas no conjunto das transformacdes e
discutir propriedades de spinores nas varias representacdes. Esperamos que esses resultados
encontrarem suas aplicacdes nos estudos que utilizam efetivamente a equacdo de Dirac para
descrigdo de sistemas fisicos em baixas dimensdes.
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