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Neste trabalho, no contexto de meio poroso com restricdo de incompressibilidade, é preparada uma base
preliminar de informacBes para o estudo de grandezas arbitrarias e constitutivas de uma suspensao
particulada. S&8o determinadas duas solucBes exatas de um sistema de equacBes do movimento da
suspensdo particulada. As duas solucBes sdo inseridas em modelagem matematica do movimento
gravitacional de suspensdes particuladas em proveta, a qual envolve sub-regides que variam com o tempo
e sdo delimitadas por interfaces em movimento, inclusive pela onda de aceleracdo. Uma solugdo €
inserida na regido de sedimentacéo livre e a outra na regido de transigdo. Os movimentos da onda e das
interfaces sdo estabelecidos pela compatibilizacéo da solucdo exata da regido de sedimentacdo livre com a
solugdo exata da regido de transi¢do, os quais dependem dos pardmetros velocidade da onda de
aceleragdo, ponto de encontro da onda com a interface superior descendente e ponto de encontro das
interfaces. Das solugdes exatas e dos movimentos sdo estabelecidas duas fung¢bes velocidades que servem
como base para o calculo de tais parametros, juntamente com o uso de dados experimentais da literatura
de altura versus tempo da interface superior descendente do préprio teste de proveta. Com isso, €
estabelecida uma base preliminar de informacfes para o estudo do movimento de uma suspensdo
particulada com restricdo de incompressibilidade. S&o mostrados resultados sobre o célculo numérico da
velocidade da onda de aceleracdo, do ponto de encontro da onda com a interface superior descendente e
do ponto de encontro das interfaces.
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This work dealt with porous media with incompressible constraints and is a study on the preparation of a
preliminary background information to arbitrary and constitutive quantities of a particulate suspension.
Two exact solutions of a system of motion equations for the particulate suspension were determined. The
solutions were applied in the mathematical modeling of the gravitational motion of particulate
suspensions in a test tube. The modeling considered sub-regions that varied with time and were bounded
by moving interfaces and acceleration wave. One solution was embedded in the free sedimentation
region, and the other, in the transition region. Motions of the wave and the interfaces were established by
the compatibilization of the exact solution of the free sedimentation region with that of the transition
region. The motions depend on the velocity parameters of the acceleration wave, meeting point of the
wave with the descending upper interface, and meeting point of the interfaces. From the exact solutions
and motions, two velocity functions were established, and these functions, along with the experimental
data on height versus time of the descending upper interface of the test tube as obtained from literature,
served as the basis for calculating the parameters. Thus, the preliminary background information for
studying the motion of a particulate suspension with an incompressibility constraint was established. The
numerical calculation results of the acceleration wave velocity, meeting point of the wave with the
descending upper interface, and the meeting point of the interfaces are reported in this paper.
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1. INTRODUCAO

O estudo do movimento de suspensBes particuladas é relevante tanto do ponto de vista
tedrico, como em muitas situacdes de interesse pratico [1-6].

E importante destacar que o movimento de queda acelerada de uma particula num fluido é
um ponto de partida para obtencdo de informacfes que podem ser usadas na andlise de
pardmetros de uma suspensdo particulada [7-11].

Do ponto de vista de misturas solido-fluido, a suspensdo particulada pode ser estudada com
base na teoria continua de misturas sem rea¢fes quimicas, que estabelece equacgdes dos balancos
de forma mais generalizada, inclusive a desigualdade entrépica que é importante tanto para
analise de grandezas constitutivas, como também para grandezas arbitrarias quando ha algum
tipo de restri¢do [12-15].

De acordo com Silva e Jesus [15], dependendo de como as grandezas constitutivas e
arbitrarias sdo agrupadas e interpretadas, formas diferentes podem ser obtidas para sistemas de
equacbes do movimento de uma suspensdo particulada com restricdo de incompressibilidade.
Em certas situagbes de adequacgdes, a forma do sistema escolhido é aquela que facilita a
determinagdo de solucGes exatas, as mais simples possiveis, para serem inseridas em sub-
regides de uma regido sobre a qual é desenvolvida uma modelagem matematica, sendo que em
cada sub-regido a forma do sistema ndo muda. Ou seja, cada solugdo inserida é solugdo do
sistema na respectiva sub-regido.

Em uma dimenséo, pode ser utilizada modelagem matematica do movimento gravitacional de
suspensdes particuladas em proveta ou modelagem matematica da sedimentacdo gravitacional
em proveta, que ndo é simplesmente um problema puro de sedimentagdo. A modelagem é mais
complexa, pois envolve sub-regifes que variam com o tempo e sdo delimitadas por interfaces
em movimento, sendo que em cada regido a porosidade e as velocidades satisfazem um sistema
de equacdes diferenciais parciais.

Além disso, € preciso estabelecer condigdes iniciais e de contorno, considerar as condigdes de
salto através das interfaces em movimento para caracterizar o problema estabelecido pela
modelagem. As solucdes de todas as regides, levando-se em conta as interfaces em movimento,
devem ser compatibilizadas.

Neste trabalho, em uma dimensdo, duas solucGes exatas, de uma das formas dos sistemas do
trabalho de Silva e Jesus [15], sdo determinadas e em seguida inseridas em modelagem
matematica do movimento gravitacional de suspensdes particuladas em proveta, uma na regiao
de sedimentac&o livre e outra na regido de transigao.

Os movimentos da onda de aceleracdo, da interface superior descendente e da interface
inferior ascendente sdo estabelecidos pela compatibilizacdo da solugdo exata da regido de
sedimentacdo livre com a solugdo exata da regido de transicdo, os quais dependem dos
pardmetros velocidade da onda de aceleracdo, ponto de encontro da onda com a interface
superior descendente e ponto de encontro das interfaces. Por isso, dos movimentos sao
estabelecidas duas fungdes velocidades que servem como base para o calculo de tais parametros,
juntamente com o uso de dados experimentais da literatura de altura versus tempo da interface
superior descendente do prdprio teste de proveta.

Desse modo, dados experimentais, que podem ser coletados da literatura, de altura versus
tempo da interface superior descendente do proprio teste de proveta, as solucdes exatas, as
equacbes dos movimentos da onda de aceleracdo e das interfaces estabelecem uma base
preliminar de informagfes para o estudo do movimento de uma suspensdo particulada com
restricdo de incompressibilidade.

Sao mostrados resultados sobre o célculo numérico da velocidade da onda de aceleragdo, do
ponto de encontro da onda com a interface superior descendente e do ponto de encontro das
interfaces, pois sdo parametros fundamentais da base. Ou seja, 0s parametros basicos sdo usados
como ponto de partida para que a base possa ser utilizada na determinagdo de outros parametros
importantes de sistemas particulados. Neste sentido, podem ser destacados sedimentacdo,
filtracdo, refrigeracdo, mecanica dos solos, hidrologia, engenharia petrolifera, engenharia
ambiental, purificacdo da &gua, projetos de equipamentos industriais, célculo de pardmetros
reolégicos e diversas outras areas.
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2. ELEMENTOS BASICOS

Para uma suspensdo particulada, considerada como um meio poroso saturado com fluido e
modelado pela teoria continua de misturas sélido-fluido sem rea¢6es quimicas [15], a densidade
do constituinte fluido p; e a densidade do constituinte sélido p, séo expressas por

p1 = €ps pz = (1 —e&)ps (01)

nas quais, ps e p, sdo, respectivamente, as densidades do fluido e do sélido puros e ¢ € a fungdo

porosidade.

Em uma dimensdo, as equac¢des do movimento de uma suspensdo particulada, com restricdo
de incompressibilidade, sdo expressas pela Equagao (01), com pg € ps constantes, e as equagoes
relatadas a sequir:

oty =0 ©02)
S —la-am)l =0 (03)
p1a1=—saa—ny+aa—c;1+m+p1g1 a1=%+V11—‘;1 (04)
Pzazz—(l—g)z—if"'%—m"'l)zgz ‘12:% 2(2-,_;//2 (05)
0e9Psy _ 0e 0Pss (06)

at 9y  dy ot

onde t é a variavel tempo, y é a coordenada espacial, V; é a velocidade do constituinte fluido,
V, é a velocidade do constituinte solido, a; é a aceleracdo do constituinte fluido, a, é a
aceleracdo do constituinte solido, Py e P; sdo pressOes arbitrarias, o, € a parte constitutiva do
tensor tensdo do constituinte fluido, o, é a parte constitutiva do tensor tensdo do constituinte
solido, m é a parte costitutiva da forga de interacéo, g, é a forga de campo sobre o constituinte
fluido, g, € a forca de campo sobre o constituinte solido e Py € a diferenca de pressdes
arbitrarias definida por

As Equacoes (04), (05) e (07) fornecem a equacéo de intersecéo

OPsf 1 do, 1 4oy m

Pslz =P = — 5 m Y 15 "1 %, “aoe T P92~ Prda (08)

Sob as notacGes

e=¢(y,t) V=Wt Vo =V (. 1) (09)
segue das EquacGes (02), (03) e (09) que

i+ (1 —eV, =9 =) (10)

Para uma funcéo ¢ suficientemente suave com

¢ =90, t) =¢() (11)
da regra da cadeia e da Equacdo (11) obtém-se as derivadas

g . 2ok @

Seguindo as notacgdes expressas nas Equacdes (09), as Equacges (07), (11) e (12) mostram de
imediato que a consideracdo
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Psp = Psp(y,t) = Pgr(e) (13)

satisfaz a Equacédo (06). Isso motiva, com base nas Equacdes (09), a determinacdo de solucbes
exatas do sistema formado pelas Equag6es (01)-(03), (08) e (13) e as consideracGes

Vi =Vi(e) Vo, =V5(e) (14)

de tal modo que derivadas da porosidade e das velocidades também sejam funcdes da
porosidade. Dessa forma, suposicdes constitutivas generalizadas para as partes constitutivas da
forca de interagdo e de cada tensor tensdo também podem ser colocadas na forma

m = m(y,t) = m(e) o =0(y,t) =01(e) 0 =0, t) = 02(e) (15)

3. METODOLOGIA
3.1 DETERMINACAO DE SOLUCOES EXATAS
3.1.1 Primeira Solucéo
E a solucdo constante, ou seja, a porosidade e as velocidades s&o constantes.
e, t) =¢ V1, V, e g, constantes (16)

Com isso, as Equaces (01)-(08), (13) e (16) determinam a condicao

m

e(1-¢) = PsP2 — Prg1 Parae = g 17)

3.1.2 Segunda Solugdo

E a solugio determinada com base nas Equagfes (09)-(15), cuja constru¢do comega com a
observacéo de que as Equacdes (02) e (03) fornecem a equacéo diferencial

=~ YV5.=0 YE%[(l_S)V2]=_%(EVI) (18)

Usando como base forma de solugdo da Equacdo (18), uma maneira de atender as
considerac0es feitas para escrever as Equacdes (15) é que y seja constante, ou seja, fazendo

Yy = =Wy (19)

onde w, é uma velocidade constante, as Equacdes (10), (18) e (19) e a integracdo da Equagdo
(18) estabelecem as relactes

Vy = wo — (tp + wo) =2 Vy = wo + LetolletWolte (20)

[A(e)de =y — wyt + cte A(e)g—; =1 (21)

em que U, é outra velocidade constante, A(e) é uma funcéo arbitraria da porosidade com

unidade de comprimento e, neste caso, ¢ é constante. Desse modo, das Equagdes (04), (05),
(09), (11)-(15), (20) e (21) € obtida a equagéo

- () (22)

&

[ﬁ - (Psgz - Pfg1)] A(e) = B(¢g) —

com B(¢) e Q(&) dadas por

ro-tEm eo-a[E e[| e
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3.2 MODELAGEM MATEMATICA

No estudo do movimento gravitacional de suspensdes particuladas em proveta (sedimentacao
gravitacional em proveta), em cada teste, a suspensdo é colocada numa proveta de altura e
didmetro adequados, com agitacdo suficiente para que a condicdo inicial de concentracdo de
solidos uniforme seja obtida. As dimensdes devem ser tais que os efeitos de parede ndo
interfiram na queda das particulas solidas, de modo que o movimento possa ser considerado
unidimensional.

Desde o inicio do movimento de queda das particulas solidas até o término, a regido ocupada
pela suspensédo na proveta fica dividida em sub-regides, as quais podem ser caracterizadas de
acordo com a Figura 1.

Altura
-

(o]
Tempo

Figura 1 - Gréfico representativo do processo de sedimentacdo em proveta. (Fonte: Elaboracdo prdpria)

No gréfico da Figura 1, HPQR até a altura H corresponde a regido de liquido puro, OPHO
corresponde a regido de sedimentacgdo livre, OPQO corresponde a regido de transicdo e a regido
limitada por OQR e 0 eixo dos tempos corresponde a regido de compressdo. As curvas HPQR,
OP e OQ correspondem, respectivamente, as alturas da interface superior descendente, da onda
de aceleracdo e da interface inferior ascendente. A introducdo da regido de transicdo OPQO foi
motivada pelo trabalho de Kynch [16] e a revisdo da sua teoria feita por Tiller [17] e estendida
pelos trabalhos de Fitch [18] e Font [19]. A onda de aceleragdo, que ndo precisa ser visivel,
corresponde a propagacdo inicial da onda de concentracdo, a Unica que parte do fundo da
proveta.

Em relacdo a cada curva do gréfico da Figura 1, podem ser escritas as seguintes notagdes:

x=x(t) (0<t<ow); h=h(t) (0<t<ty); z=z(@t) (O<t<t) (24)

onde x € a altura da interface superior descendente, h € a altura da onda de aceleracdo e z é a
altura da interface inferior ascendente. O tempo t, indica o instante de encontro da interface
superior descendente com a onda de aceleracdo, enquanto que o tempo t. indica o instante de
encontro das duas interfaces. As alturas satisfazem as condic¢des iniciais e as condi¢Ges de
encontro, respectivamente,

x(0) =H, h(0) =2z(0)=0 e x(ty) = h(ty) =x9 x(t.) = z(t;) = x, (25)

nas quais H é a altura inicial da suspensdo na proveta.

Com relagdo ao grafico da Figura 1, a coordenada espacial y esta orientada para cima de tal
modo que y = 0 representa o fundo da proveta ou o eixo dos tempos.

Sob a notacdo usada nas Equacbes (24), para a funcdo porosidade em cada regido,
caracterizada por £(y, t), vale ressaltar que

ey, t)=1 x<y<H 0<t<oo (26)

para a regido de liquido puro. Além disso, com base nas Equacdes (25) a funcdo porosidade
satisfaz a condicéo inicial

e(y,0) = gy = constante 0<y<H (27)
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A onda de aceleragdo e as interfaces caracterizadas na Figura 1 s&o superficies singulares em
movimento [20]. O salto de uma fungéo

Y=9t) (28)
atraves de cada superficie singular é definido por
[Pl =y¢* -y~ (29)

em que as notacdes Y™ e ¥~ indicam, respectivamente, os valores de ¥ nos lados superior e
inferior de cada superficie.
Os balancos de massa atraves de cada superficie fornecem as condicdes de salto [20]

[p1(U—=V)]=0 [p2(U—=V3)] =0 (30)

onde U ¢ a velocidade da superficie correspondente.
Através da onda de aceleracdo, definida por

[Vi]=1[V,]=0 [a.] #0 e [a,]#0 (31)
das Equacdes (01), (28)-(31) resultam as condi¢des de continuidade

vit=vr, Vt=vy e et =¢" (32)

Usando a Equag&o (26), no lado superior da interface superior descendente, pode-se escrever

st =1 0<t<o (33)
Assim, segue das Equacdes (01), (28)-(30) e (33) a igualdade

Vi=U=2  0<t<w (34)

As condigdes de velocidades nulas no fundo da proveta

e as Equacgoes (10) e (35) mostram que ¢ = 0 numa vizinhanca do fundo da proveta. Por forca
das condigdes de salto, das Equacdes (01) e (28)-(30) obtém-se a relagdo

e+ —-eV,=0 0<y<x(t) 0<t<o (36)

valida para toda suspensdo na proveta.
A porosidade média & da suspensédo na proveta é definida por

(1—§)x=f0x(1—s)dy 0<t<ow (37)

Do balanco de massa de solidos e das Equaces (24) e (25)

1-8x=0-¢y)H 0<t<o (38)

A porosidade média &, da suspensao na regido de compactacao, definida por

(I-—enz=fj(1—8)dy 0<t<t, (39)
e as Equac6es (02) e (39), com o uso da regra de Leibnitz, determinam a derivada

%((1 —em)z)=(1—¢7) (% - Vz_) 0<t<oo (40)

com o sinal — indicando valor no lado inferior da interface inferior ascendente.
Para cada forca de campo, nesta situacdo,

Jg1=92=—4 (41)
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onde g ¢ a aceleracdo da gravidade.

3.3. USO DAS SOLUCOES EXATAS

Nesta parte, as soluches exatas serdo inseridas em regides da Figura 1 para que sejam feitas
as devidas compatibilizacdes.

3.3.1 Regido de sedimentacdo livre

Em tal regido, limitada pela proveta e por h(t) <y <x(t) e 0<t<t, a fungdo
porosidade é caracterizada por

ey, t) = ¢ 0<t<t, (42)

e as velocidades V; e V, também sdo constantes. Por isso, a primeira solucdo, com resultado
expresso na Equacdo (17) € inserida nesta regido. Entdo, com base na Equacéo (42),

£+ =& (] Vz = V2+ (43)
no lado superior da onda de aceleracdo. Logo, das Equacbes (42) e (43), a velocidade do
constituinte solido na regido de sedimentacéo livre fica expressa por

Vo(y,t) =VH =cte  h(t) <y < x(t) 0<t<t, (44)

3.3.2 Regido de transicédo

Limitada pela proveta e por z(t) <y <h(t) para 0 <t <ty e z(t) <y <x(t) para
to <t < t.. Nesta regido é inserida a segunda solugdo com resultados expressos nas Equagdes
(18)-(23). Assim, as Equacgbes (10), (20), (21), (25), (27) e (36) fornecem as relacdes

1-¢ uUg—&o(Ug+wy)
0 V1=W0+0 o(Ug+Wg

1-¢ &

f;oA(f)df =Wot =y 0<t<t, (46)

VZZWO—(u0+W0) 0<tStC (45)

para as fungdes porosidade e velocidades na regido de transig&o.
Das Equagdes (24), (32), (42), (43) e (45) séo obtidas as condigdes

et=¢c¢"=¢gy=¢h(t),t) 0<t<ty, e VS=V;y=—-u, 0<t<t, 47)
sobre a onda de aceleragdo. Entdo, as EquacBes (18), (19), (25), (47) e a regra da cadeia
estabelecem os resultados

%:wo h=h(t)=wet 0=<t<t Xo = Wolo (48)

para a altura da onda de aceleragao.
E importante destacar que além da funcdo comprimento A(e) outra funcdo comprimento
denotada por N (&) pode ser introduzida pela definigdo

2(J (e ~ DA@AIN() = (1~ ) ([ AV’ )

que sera atil mais adiante.

3.3.3 Movimento da Interface Superior Descendente

Das Equagdes (24), (25), (34), (44) e (57) sdo obtidas as relacbes
para a altura da interface superior descendente no intervalo de tempo da curva de sedimentacéo
livre, onde U, é a velocidade de sedimentacéo livre. Consequentemente, das Equagdes (25) e

(50)
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(uo + Wo)to =H ou (uo + Wo)xO = HWO (51)

para o ponto (x,, ty) de encontro da onda de aceleracdo com a interface superior descendente.
No intervalo da curva de transi¢do, para o calculo da altura da interface superior descendente,
as Equacdes (25), (34), (45), (46) e (49) mostram que

f;_o A(e)de = wot — x % =wg — (uy + wp) 11:52 to<t<t. x(ty)=x, (52)
2(J2(g0 — ©)A()de)N~ = (1 — &) ([ A(e)de)” N==N(e) (53)

onde £~ € a porosidade no lado inferior da interface superior descendente
Das Equagdes (52) também pode ser obtida outra equagdo na forma

J2(e0 —©)A()de = (1 —g))(x +ugt —H)  to<t<t, (54)
a qual pode ser usada nas Equacdes (52) e (54) para a obtencéo da relagdo

Wt —x)2=2N"(x+upt—H) ty,<t<t, (55)
envolvendo a altura da interface superior descendente no intervalo da curva de transicéo.

Usando as Equacdes (48), (51), (52), a Equacéo (55) pode ser reescrita na forma

wot = x + N~ 22— V7 AE(N_;—Z)Z—ZN_(H—(1+:/—Z)JC) to<t<t, (56)

0

Sendo t,, o instante tal que
Altm) =0 Xm = x(tm) Ny, = N_(tm) (57)
segue das EquacGes (56) e (57) que

2
Wotm = X + Ny 22 Ny, (::_Z) =2(H-(1+ ;‘V—‘;) Xom ) (58)
Com isso, da Equacdo (58) existe um ponto (x,,, t,,) tal que

_ UoXm
Wo = Sl —xm)—ttotm (59)

para a velocidade da onda de aceleracéo.

3.3.4 Velocidade da Onda de Aceleragéo

Com base nas EquacGes (25) e (48), quando o ponto final da reta HP da Figura 1 esta bem
definido, a velocidade da onda de aceleracédo é dada por

wo =32 (60)
to

Quando ndo, é preciso outro caminho para o calculo de w, que possa ser usado em qualquer

situacdo. Para isso, pode ser usada como ponto de partida a Equacéo (59) reescrita na forma

_ 2(H-xm)wo

Ug o Twoln, tm > to Xm = X (t) (61)

gue motiva a introducdo de duas funcdes velocidades u = u(x,t) e w = w(x, t) relatadas por

__ 2(H-x)w
x+wt

0<t<o (62)

sobre a curva x versus t, com u e w satisfazendo as condi¢fes

w(xg,tg) = wp u(xp, to) = U (63)
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Além de u e w, seja v = v(x, t) outra fungdo velocidade sobre a curva x versus t, definida
pela relacéo

0<upt<H (64)

Dessa forma, das Equac6es (50) e (64) obtém-se que
v(x, t) = ug 0<t<t, (65)

As Equacdes (60)-(65) formam uma estrutura que sugere um caminho para o célculo de wy
através da intersecdo entre as fungdes u = u(x, t) e v = v(x, t), 0 qual come¢a com a igualdade
de u e v que fornece a relagao

Ugx?

= H(H-x)-(2H—x)uet

w (66)

com a fungdo w satisfazendo a condicdo expressa na Equacao (63).
Com base na Equacéo (66), seja w = w(x, t) uma aproximacao de w = w(x, t) definida por

_ upX?

w= 2H(H-X)—-(2H-X)ugt (67)
onde X = X(t) é uma aproximagdo de x = x(t) satisfazendo

ax 2H-

XO)=H X(to)=xo=x(te) e T (to)==-3="u (68)
Entéo, segue das Equacoes (48), (50), (60), (67) e (68) que

— aw

w(xg,to) = wo d—v:(xo,to) =0 (69)

Das Equac0es (69) o ponto (x,, t,) € um ponto critico da funcdo w. Entdo, através do estudo
de w com denominador positivo, w, é o valor minimo positivo de w.

O estudo da fungdo w com denominador positivo também indica que w tem um minimo
positivo. Como w é uma aproximacdo de w adota-se para o valor de w, de forma aproximada,
0 minimo positivo de w obtido pela substituicdo de pontos experimentais x versus t, da
interface superior descendente, na relacéo (66) com denominador positivo.

3.3.5 Movimento da Interface Inferior Ascendente

A interface inferior ascendente é fronteira comum entre a regido de transicdo e a regido de
compactacdo. Das Equacdes (25), (45), (46) e (49) sdo obtidas as relacfes

Vi =wo — (o + wo) s 0<t<t, (70)
J22 A(e)de = wot — z 0<t<t, 2(0) =0 (71)
2(J52(e0 — AN = (1 — ) ([T Ale)ds)’  N* = N(e*) (72)
As Equacdes (01), (28)-(30) fornecem a igualdade

- (Z-v)=0a-)(5-w) o<t<t, (73)

através da interface inferior ascendente.
Das Equagdes (40), (70), (71) e (73) é determinada a relacéo

f;f(so —&)A(e)de = (1 — &) (z + ugt — (11__88"‘) z) para 0<t<t, (74)

Com isso, as Equac0es (71), (72) e (74) mostram que
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(wot —z)2 = 2N+ (Z + upt — (1_8"1) z) 0<t<t, (75)

1-g,

Usando a Equacéo (71), a Equacéo (75) pode ser reescrita na forma

wot =z + N* 20— \fy yz(N+;—2)2—2N+<(ﬂ)z—(1+ﬂ)z> o<t<t. (76)

1-¢&g Wo
Sendo t, o instante tal que

y=0 Z, =2Z N,=N* an(ﬂ)z para t=t, (77)

1-¢gp

segue das EquacGes (76) e (77) que

Wotn = Zy + Ny o2 N, (ﬂ)2 =2(H, - (1+ ::—‘;) Zn) (78)

0 Wo
Entdo, das equagdes (78), existe um ponto (z,, t,) tal que

YoZn (79)

Wo = 2(Hp—2zn)—Ugtn
que é do mesmo tipo da Equacéo (59).

3.3.6 Condicbes para o ponto de encontro das interfaces

A primeira condicdo para o ponto (x.t.) de encontro das interfaces estd expressa nas
Equagdes (25). Dessa forma, das Equaces (25) e (37)-(39) é obtida a condigédo

&(te) = em(te) (80)

Usando como base a suavidade de cada porosidade média, sdo adotadas as seguintes
condigoes:

dz dem
d_i(tc) = ;t (tc) (81)
dem

S ZHIi‘;Ot (1—¢,) para t=t, (82)

Com isso, das Equacdes (38), (80)-(82) obtém-se que

dx UgX

dt ~ 2H-upt

para t=t, (83)

3.3.7 Ponto de encontro das interfaces

As Equagdes (25), (38), (57), (58), (77) e (78) para t, = t,, = t. (z, = X = X, H, = H)
mostram que as Equagdes (59) e (79) sdo exatamente as mesmas. Isso motiva a introducéo da
funcdo W = W (x, t) definida por

W= —tX* (84)

2(H-x)—-ugt
com denominador positivo. Entdo, segue das Equacdes (83) e (84) a condigéo

aw
e 0 para t=t, (85)

ou seja t. é ponto critico de W. Assim, com base nas Equacdes (84) e (85) e no estudo sobre a
funcdo W, o ponto (x,, t.) de encontro das interfaces ¢ o ponto onde ocorre 0 minimo positivo

de W, obtido pela substituicdo de pontos experimentais x versus t da altura da interface superior
descendente na Equacéo (84).
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3.4. BASE DE INFORMACOES

Dados experimentais, que podem ser coletados da literatura, de altura versus tempo da
interface superior descendente do préprio teste de proveta, determinam os pardmetros basicos
Uy, Wy € (x,, t.) por meio das Equacdes (50), (66) e (84).

Os pardmetros basicos, os dados experimentais da altura e a estrutura apresentada entre as
Equacdes (01) e (85), com destaques para as EquacBes (17), (22)-(25), (36), (45)-(48), (50)-
(56), (66), (70)-(76) e (84), estabelecem uma ordem de calculo para outros parametros e
funcBes. Eles formam uma base preliminar de informacdes para o estudo do movimento de
suspensdes particuladas com restricdo de incompressibilidade.

A base é uma fonte de informacdes para parametros envolvidos em equacfes propostas para
as partes constitutivas da forca de interacdo e de cada tensor tensdo, como também para a
funcdo diferenca de pressbes arbitrarias. Como tudo depende dos parametros basicos, 0s
primeiros resultados numéricos, detalhados a seguir, mostram o célculo de tais parametros.

4, RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados foram obtidos com base na modelagem matematica juntamente com dados
experimentais de altura versus tempo da interface superior descendente, coletados da literatura,
onde a velocidade de sedimentag&o livre u, foi obtida por meio da Equacéo (50).

Tabela 1 — Determinacéo do minimo de w para uma suspenséo aquosa de CaCO; (H = 40 cm, g, =
0,960 , uy, = 0,43 cm min™1).

t(min) x(cm) w (cm min_l)

8,50 35,00 2,24
20,10 30,00 1,05
33,30 25,00 0,65
52,50 18,00 0,39
56,00 17,00 0,38
59,50 16,00 0,39
64,10 15,00 0,46
68,60 14,00 0,63
73,50 13,00 1,71

Fonte: Elaboragdo prépria com os dados de Schirmer [21]

A Tabela 1 mostra que o minimo positivo de w €é 0,38 cmmin™2.

wo = 0,38 cm min~?! e segue da Equacédo (51) que t, = 49,38 min e x, = 18,77 cm.

Logo,

Tabela 2 — Valores de w, para diversas suspensdes

wo(cm min1)

Suspensao aquosa Equacéo (60) Equacéo (66)

CaCOs;. H =40 crrll, & = 0,977, 2.00 214
Ug = 2,00 cm min

CaO:H =40 cm, g5 = 0,972,

Uy = 1,54 cm min~?! 0,58 0,62
Caulim: H = 40 cm, g = 0,913,

uy = 1,40 cm min~? 0.74 0.70
CaSO4: H = 40 cm, g, = 0,980,

Uy = 2,75 cm min~?! 3,71 3,92
Borra de carbureto: 1;1 = 30,7 cm, &5 = 0,970, 148 150

Ug = 2,62 cm min~
Barita: H = 40 C-m'—fo = 0,975, 0,70 0,69
Ug = 1,52 cm min

Fonte: Elaborago prépria com os dados de Schirmer [21] e Massarani [22]




D.O.Liborio et al., Scientia Plena 11, 104202 (2015) 12

Usando suspensdes dos trabalhos de Schirmer [21] e Massarani [22], nas quais w, também
pode ser determinada pela Equacdo (60), a Tabela 2 mostra comparagdo do valor de w, dado
pela Equacéo (60) com o valor de w, determinado pelo minimo positivo da fun¢do w expressa
na Equacdo (66).

O ponto (x.,t.) de encontro das interfaces é o ponto onde ocorre 0 minimo da fun¢do W
definida pela Equacdo (84). Para ilustracdo do célculo de tal ponto, foram elaboradas as Tabelas
3 e 4 com os dados experimentais de Tiller e d’Avila [23].

Tabela 3 — Ponto de encontro das interfaces para uma suspensao agquosa de Atapulgita
(H=40cm, g, = 0,970, uy = 0,18 cmmin™1)

Suspensdo Aquosa de

Atapulgita
t(min) x(cm) W(cm/min)
117,75 20,00 0,191
137,68 17,50 0,156
163,04 15,00 0,131
196,67 12,50 0,115
216,67 11,88 0,124
233,33 11,56 0,140
250,00 11,25 0,162

Fonte: Elaboracao prépria com os dados de Tiller e d’Avila [23]

Tabela 4 — Ponto de encontro das interfaces para uma suspensao agquosa de microbarita
(H=42cm, g, = 0,970, uy = 4,23 cmmin™1).

t(min) x(cm) W(cmmin?)

7,63 10,00 1,33
7,85 8,75 1,11
8,18 7,50 0,92
8,56 6,25 0,75
8,87 5,63 0,68
10,00 5,00 0,67
10,74 4,74 0,69
12,00 4,30 0,74
14,00 3,60 0,89
16,00 2,89 1,16

Fonte: Elaboracéo propria com os dados de Tiller e d’Avila [23]

De acordo com a Tabela 3 o valor minimo de W é 0,115 cm min~! e ocorre no ponto
t, = 196,67 min e x, = 12,50 cm, que é 0 mesmo valor do ponto experimental. J4 na Tabela
4, como 0 minimo de W é 0,67 cm min~!, o ponto de encontro das interfaces é dado por
t. = 10,00 min e x, = 5,00 cm, sendo o valor experimental t. = 8,87 min e x, = 5,63 cm.

5. CONCLUSAO

Solucdes exatas de um sistema de equagdes do movimento de uma suspensdo particulada
com restricdo de incompressibilidade, incorporadas em modelagem matematica do movimento
gravitacional de suspensdes particuladas em proveta, facilitam a determinacao de equacges para
0s movimentos da onda de aceleracdo e das interfaces, principalmente para a altura tedrica da
interface superior descendente que pode ser comparada com a altura experimental.

Ou seja, por forca da modelagem matematica com base em solugdes exatas, dados
experimentais de altura versus tempo, coletados da literatura, da interface superior descendente
do teste de proveta, na porosidade inicial &, sdo suficientes para estabelecimento de funcbes
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porosidade e velocidades em regides do proprio teste, inclusive dos movimentos das interfaces e
da onda de aceleracéo.

6. NOMENCLATURA

e  Porosidade
p, Densidade do constituinte fluido
p, Densidade do constituinte sdlido
pr Massa especifica do fluido puro
ps Massa especifica do sélido puro
v, Velocidade do constituinte fluido
V, Velocidade do constituinte sélido
t Variavel tempo

y  Coordenada espacial

Py Pressdo do constituinte fluido
P, Pressdo do constituinte solido
P, Diferenca de pressdes arbitrarias

¢ Funcéo do tempo

¢ Funcéo da posicéo e do tempo

a, Aceleracdo do constituinte fluido

a, Aceleracdo do constituinte solido

o, Parte constitutiva do tensor tensdo para o fluido

o, Parte constitutiva do tensor tensdo para o solido

m  Parte constitutiva da forga de interagéo

g, Forca de campo sobre o fluido

g, Forca de campo sobre o s6lido

H Altura inicial da suspenséo na proveta

x Altura da interface superior descendente

h  Altura da onda de aceleragdo

z  Altura da interface inferior ascendente

t, Instante de encontro da interface superior descendente com a onda de aceleragéo
t. Instante de encontro das duas interfaces
x, Altura de encontro da interface superior descendente com a onda de aceleragéo
Altura de encontro das duas interfaces

Porosidade inicial

Velocidade de sedimentacéo livre

Velocidade da onda de aceleracéo

Fungdo comprimento
Constante com dimenséo de velocidade

Funcdo da porosidade

Funcéo da porosidade

Funcdo da posicao e do tempo

Velocidade de superficie em movimento

Porosidade média da suspensdo

Porosidade média na regido de compactacao

Aceleragdo da gravidade

Comprimento funcdo da porosidade

Funcéo velocidade

Funcéo velocidade

ST 2P MSCOWI ISR
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